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1  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________

α) Η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται: 

– 2x2 + 10x – 12 = 0 
:(−2)
⇔    

 x2 – 5x + 6 = 0 

Για α = 1, β = – 5  και  γ = 6, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  6 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3
5−1
2 = 2

 

β) Πρέπει: 

x – 2 ≠ 0  x ≠ 2 

Τότε ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 
−2x2+10x−12

x−2  = 0   

 – 2x2 + 10x – 12 = 0 
(α)
⇔   

 (x = 3  ή  x = 2) 

Η ρίζα x = 2 απορρίπτεται λόγω του περιορισμού.  

Τελικά η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την x = 3. 

2  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________
α)  i) Ισχύει ότι: 

x ≥ 2  3x ≥ 32  3x – 6 ≥ 0 
Άρα |3x – 6| = 3x – 6  
Τότε:  

Α = |3x – 6| + 2 = 3x – 6 + 2 = 3x – 4 
ii) Ισχύει ότι: 

x < 2  3x < 32  3x – 6 < 0 
 Άρα |3x – 6| = – (3x – 6) = 6 – 3x  
 Τότε:  

Α = |3x – 6| + 2 = 6 – 3x + 2 = 8 – 3x 
β)   Για κάθε  x ≥ 2  είναι |3x – 6| = 3x – 6. Τότε: 
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3  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________
α) Από τα δεδομένα της άσκησης βρίσκουμε: 

α2 = 0  α1 + (2 – 1)ω = 0  

 α1 + ω = 0  

 α1 = – ω  (1) 

και 

α4 = 4  α1 + (4 – 1)ω = 4  

 α1 + 3ω = 4 
(1)
⇔  

 – ω + 3ω = 4  

 2ω = 4  ω = 2 

Αντικαθιστούμε στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

α1 = – 2 

β) Ο ν – οστός όρος της αριθμητικής προόδου είναι: 

αν = α1 + (ν – 1)ω   

 αν = – 2 + (ν – 1)  2   

 αν = – 2 + 2ν – 2  

 αν = 2ν – 4 

Ισχύει επίσης ότι: 

αν = 98  2ν – 4 = 98  

 2ν = 102  ν = 51 

Άρα ο 51ος όρος της προόδου είναι ίσος με 98. 

4  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________

α) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1, 6) αν και μόνο αν: 

f(1) = 6  α ∙ 1 + β = 6  

 α + β = 6   

 β = 6 – α  (1) 

Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Β(– 1, 4) αν και μόνο αν: 

f(– 1) = 4  α ∙ (– 1) + β = 4  

 – α + β = 4 
(1)
⇔  

 – α + 6 – α = 4  

 – 2α = – 2  α = 1 

Αντικαθιστούμε την τιμή α = 1 στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

β = 6 – 1  β = 5 

Για α = 1  και  β = 5, ο τύπος της f γράφεται  f(x) = x + 5. 

β) Για τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα  x΄x  λύνουμε την εξίσωση: 

f(x) = 0  x + 5 = 0  x = – 5 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo  Α(– 5, 0). 

Επίσης έχουμε: 

f(0) = 0 + 5 = 5 

       Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B(0, 5). 
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α) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1, 6) αν και μόνο αν: 

f(1) = 6  α ∙ 1 + β = 6  

 α + β = 6   

 β = 6 – α  (1) 

Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Β(– 1, 4) αν και μόνο αν: 

f(– 1) = 4  α ∙ (– 1) + β = 4  

 – α + β = 4 
(1)
⇔  

 – α + 6 – α = 4  

 – 2α = – 2  α = 1 

Αντικαθιστούμε την τιμή α = 1 στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

β = 6 – 1  β = 5 

Για α = 1  και  β = 5, ο τύπος της f γράφεται  f(x) = x + 5. 

β) Για τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα  x΄x  λύνουμε την εξίσωση: 

f(x) = 0  x + 5 = 0  x = – 5 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo  Α(– 5, 0). 

Επίσης έχουμε: 

f(0) = 0 + 5 = 5 

       Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B(0, 5). 

5  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________

α) Οι αριθμοί x, 2x + 1, 5x + 4 είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου αν και μόνο αν: 

(2x + 1)2 = x  (5x + 4)  

 4x2 + 4x + 1 = 5x2 + 4x  

 x2 = 1  

 (x = – 1  ή  x = 1) 

β) i) Για x = 1 οι δοσμένοι αριθμοί γράφονται: 

1, 3, 9 

Ο λόγος λ είναι λ =  3 
1  = 3. 

ii) Για x = – 1 οι δοσμένοι αριθμοί γράφονται: 

– 1, – 1, – 1 

     Ο λόγος λ είναι λ = −1
−1 = 1. 
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6  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________

α) Είναι:

|x – 1| ≥ 5 

 (x – 1 ≤ – 5  ή  x – 1 ≥ 5) 

 (x ≤ – 4  ή  x ≥ 6)  x(–∞, –4][6, +∞)

β) Ισχύει ότι:

d(x, 5) < 3 

 |x – 5| < 3 

 – 3 < x – 5 < 3 

 – 3 + 5 < x – 5 + 5 < 3 + 5 

 2 < x < 8  x(2, 8)

γ) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών:

Όπως φαίνεται από το σχήμα, οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

6 ≤ x < 8  x[6, 8) 

      x΄          – 4                               2             6                                     8          x

7  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________

α) Είναι: 

f(– 1) = 2 ∙ (– 1) + 4 = – 2 + 4 = 2  και   

f(3) = 3 – 1 = 2 

Άρα  f(– 1) = f(3). 

β)  Για  x < 0 είναι: 

f(x) = 0  2x + 4 = 0  2x = – 4  x = – 2 

       Για x ≥ 0 είναι: 

f(x) = 0  x – 1 = 0  x = 1 
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8  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________

α) Οι αριθμοί είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνο αν: 

(x + 1)2 = x+2+3x+22   

 x2 + 2x + 1 =  4x+42   

 x2 + 2x + 1 = 2x + 2  

 x2 = 1  (x = – 1  ή  x = 1) 

β) i) Για x = 1 οι αριθμοί γράφονται  3, 4, 5 και η διαφορά είναι ω = 1. 

ii) Για x = – 1 οι αριθμοί γράφονται  1, 0, – 1  και η διαφορά είναι ω = – 1. 

9  ΘΕΜΑ 2________________________________________________________________________
α)  Για λ = 1 η εξίσωση γίνεται: 

(12 – 1)x = (1 + 1)(1 + 2)  0x = 6, αδύνατη 

       Για λ = – 1 η εξίσωση γίνεται: 

((–1)2 – 1)x = (– 1 + 1)(– 1 + 2)  0x = 0, ταυτότητα 

β) Η εξίσωση έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν: 

λ2 – 1 ≠ 0   

 (λ – 1)(λ + 1) ≠ 0   

 (λ – 1 ≠ 0  και  λ + 1 ≠ 0)   

 (λ ≠ 1  και  λ ≠ – 1) 

10  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Από τα δεδομένα της άσκησης είναι α1 = 120 και ω = 20. Τότε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω  

 αν = 120 + (ν – 1)20   

 αν = 120 + 20ν – 20  

 αν = 100 + 20ν 

β) Η τελευταία σειρά έχει: 

α10 = 100 + 20 ∙ 10  

 α10 = 100 + 200  

 α10 = 300 καθίσματα 

γ) Το γυμναστήριο έχει συνολικά: 

S10 =  102 (α1 + α10) = 5(120 + 300) = 5 ∙ 420 = 2.100 καθίσματα 
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α) Από τα δεδομένα της άσκησης είναι α1 = 120 και ω = 20. Τότε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω  

 αν = 120 + (ν – 1)20   

 αν = 120 + 20ν – 20  

 αν = 100 + 20ν 

β) Η τελευταία σειρά έχει: 

α10 = 100 + 20 ∙ 10  

 α10 = 100 + 200  

 α10 = 300 καθίσματα 

γ) Το γυμναστήριο έχει συνολικά: 

S10 =  102 (α1 + α10) = 5(120 + 300) = 5 ∙ 420 = 2.100 καθίσματα 

11  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 
|y – 3| < 1  – 1 < y – 3 < 1  – 1 + 3 < y – 3 + 3 < 1 + 3  2 < y < 4 

β) Το εμβαδόν ενός ορθογωνίου δίνεται από τον τύπο:  Ε = xy. 
Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις ανισότητες 1 < x < 3  και  2 < y < 4 βρίσκουμε: 

12 < xy < 34  2 < E < 12 

12  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

α10 – α6 = 24  

 α1 + (10 – 1)ω – [α1 + (6 – 1)ω] = 24  

 α1 + 9ω – α1 – 5ω = 24  

 4ω = 24  ω = 6 

β) Έχουμε: 

α20 = α1 + (20 – 1)ω = 19 + 19 ∙ 6 = 19 + 114 = 133 

γ) Ισχύει ότι: 

S20 = 202 (α1 + α20) = 10(19 + 133) = 10 ∙ 152 = 1.520 

13  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο  2x2 – 3x – 2 έχει α = 2, β = –3, γ = –2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 3)2 – 4  2  (–2) = 9 + 16 = 25 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−3)±√25
22 = 3±5

4 = {
3+5
4 = 2

3−5
4 = −  1 2

 

Τότε: 

2x2 − 3x – 2 = 2(x − (−  1 2 ))(x – 2) = (2x + 1)(x – 2) 

β) Για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού η παράσταση Κ πρέπει ο παρονομαστής της να 

είναι διαφορετικός του μηδενός. Δηλαδή: 

2x2 − 3x – 2 ≠ 0 
(α)
⇔   

 (2x + 1)(x – 2) ≠ 0  

 (2x + 1 ≠ 0  και  x – 2 ≠ 0)  

 (x ≠ −  1 2   και  x ≠ 2) 

γ) Για x ≠ −  1 2   και  x ≠ 2 ισχύει ότι: 

K = x
2−4x+4

2x2−3x−2 =
(x−2)2

(2x+1)(x−2) =
x−2
2x+1 
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α) Το τριώνυμο  2x2 – 3x – 2 έχει α = 2, β = –3, γ = –2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 3)2 – 4  2  (–2) = 9 + 16 = 25 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−3)±√25
22 = 3±5

4 = {
3+5
4 = 2

3−5
4 = −  1 2

 

Τότε: 

2x2 − 3x – 2 = 2(x − (−  1 2 ))(x – 2) = (2x + 1)(x – 2) 

β) Για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού η παράσταση Κ πρέπει ο παρονομαστής της να 

είναι διαφορετικός του μηδενός. Δηλαδή: 

2x2 − 3x – 2 ≠ 0 
(α)
⇔   

 (2x + 1)(x – 2) ≠ 0  

 (2x + 1 ≠ 0  και  x – 2 ≠ 0)  

 (x ≠ −  1 2   και  x ≠ 2) 

γ) Για x ≠ −  1 2   και  x ≠ 2 ισχύει ότι: 

K = x
2−4x+4

2x2−3x−2 =
(x−2)2

(2x+1)(x−2) =
x−2
2x+1 

14  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 
α+β

β
= 4  α + β = 4β  α = 3β  και   γ

δ−γ =
1
4  4γ = δ – γ  δ = 5γ 

β) Για α = 3β και δ = 5γ η παράσταση Π γράφεται: 
Π = αγ+βγβδ−βγ = 3βγ+βγβ5γ−βγ =

4βγ
4βγ = 1 

15  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 
|y – 3| < 1  – 1 < y – 3 < 1  – 1 + 3 < y – 3 + 3 < 1 + 3  2 < y < 4 

β) Η περίμετρος ενός ορθογωνίου δίνεται από τον τύπο: Π = 2x + 2y. Είναι: 
1 < x < 3  12 < 2x < 23  2 < 2x < 6  (1) 
2 < y < 4  22 < 2y < 24  4 < 2y < 8  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 
2 + 4 < 2x + 2y < 6 + 8  6 < Π < 14 
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16  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

|x – 5| < 4  

 – 4 < x – 5 < 4  

 – 4 + 5 < x – 5 + 5 < 4 + 5  

 1 < x < 9  x(1, 9) 

β) Αφού τυχαίος αριθμός α επαληθεύει την ανίσωση του ερωτήματος (α) ισχύει ότι: 

α(1, 9)  1 < α < 9 
α>0
⇔   

 1 >  1 α >
 1 
9   

 1 9 <
1
 α  < 1 

17  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 
4x+5y
x−4y  = – 2  4x + 5y = – 2(x – 4y)  4x + 5y = – 2x + 8y  6x = 3y  y = 2x 

β) Για y = 2x η παράσταση Α γράφεται: 

Α = 2x
2+3y2+xy

xy = 2x2+3(2x)2+x∙2x
x∙2x = 2x2+3∙4x2+2x2

2x2 = 16x2
2x2  = 8 

18  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – x – 6  έχει α = 1, β = – 1, γ = – 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  1  (– 6) = 1 + 24 = 25 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√25

21 = 1±5
2 = {

1+5
2 = 3

1−5
2 = −2

 

Πρέπει: 

x2 – x – 6 ≠ 0  (x ≠ – 2  και  x ≠ 3) 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{−2, 3}. 
β) Είναι: 

f(2) = 2+2
22−2−6 = 4

4−2−6 = 4
−4 = – 1  και   

f(4) = 4+2
42−4−6 = 6

16−4−6 = 6
 6  = 1 

Άρα: 

f(2) + f(4) = – 1 + 1 = 0 
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α) Το τριώνυμο x2 – x – 6  έχει α = 1, β = – 1, γ = – 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  1  (– 6) = 1 + 24 = 25 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√25

21 = 1±5
2 = {

1+5
2 = 3

1−5
2 = −2

 

Πρέπει: 

x2 – x – 6 ≠ 0  (x ≠ – 2  και  x ≠ 3) 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{−2, 3}. 
β) Είναι: 

f(2) = 2+2
22−2−6 = 4

4−2−6 = 4
−4 = – 1  και   

f(4) = 4+2
42−4−6 = 6

16−4−6 = 6
 6  = 1 

Άρα: 

f(2) + f(4) = – 1 + 1 = 0 

19  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Οι αριθμοί Α, Β, Γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνο αν: 

Β = Α+Γ2   x + 4 = 1+x+82   

 2(x + 4) = 9 + x  

 2x + 8 = x + 9  x = 1 

β) i) Για x = 1 είναι Α = 1, Β = 5 και Γ = 9. Τότε: 

ω = Β – Α = 5 – 1 = 4 

ii) Είναι: 

α20 = α1 + (20 – 1)ω  

 α20 = 1 + 19 ∙ 4  

 α20 = 1 + 76  α20 = 77 

20  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Οι αριθμοί 4 – x, x, 2 είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνο αν: 

x = 4−x+22   

 2x = 6 – x  

 3x = 6  x = 2 

β) Οι αριθμοί 4 – x, x, 2 είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου αν και μόνο αν: 

x2 = (4 – x)  2  

 x2 = 8 – 2x  

 x2 + 2x – 8 = 0  (1) 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4  1  (– 8) = 4 + 32 = 36 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√36
21 = −2±6

2 = {
−2+6
2 = 2

−2−6
2 = −4

 

     Από τα σκέλη (α) και (β) βρίσκουμε  x = 2. 
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α) Οι αριθμοί 4 – x, x, 2 είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνο αν: 

x = 4−x+22   

 2x = 6 – x  

 3x = 6  x = 2 

β) Οι αριθμοί 4 – x, x, 2 είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου αν και μόνο αν: 

x2 = (4 – x)  2  

 x2 = 8 – 2x  

 x2 + 2x – 8 = 0  (1) 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4  1  (– 8) = 4 + 32 = 36 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√36
21 = −2±6

2 = {
−2+6
2 = 2

−2−6
2 = −4

 

     Από τα σκέλη (α) και (β) βρίσκουμε  x = 2. 

21  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Ισχύει ότι: 
5 < x < 10  (5 < x  και  x < 10)  (0 < x – 5  και  x – 10 < 0) 

Τότε: 
|x – 5| = x – 5  και  |x – 10| = – (x – 10) 

β) Είναι: 
Α = |x−5|x−5 + |x−10|

x−10  = x−5x−5 +
−(x−10)
x−10  = 1 + (– 1) = 0 

22  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Πρέπει: 

x2 – 1 ≠ 0  (x – 1)(x + 1) ≠ 0  

  (x – 1 ≠ 0  και  x + 1 ≠ 0)  

 (x ≠ 1  και  x ≠ – 1) 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{−1, 1}. 

β) Το σημείο M(α,  1 
8 ) ανήκει στη γραφική παράσταση της f αν και μόνο αν: 

f(α) =  1 
8   1

α2−1 =  1 
8   

 α2 – 1 = 8  

 α2 – 9 = 0  

 (α – 3)(α + 3) = 0  

 (α – 3 = 0  ή  α + 3 = 0)  

 (α  = 3  ή  α = – 3) 
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23  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Ισχύει ότι: 
1 < x < 2  (1 < x  και  x < 2)  (0 < x – 1  και  x – 2 < 0) 

Τότε: 
|x – 1| = x – 1  και  |x – 2| = – (x – 2) = 2 – x 

Άρα: 
Α = |x – 1| – |x – 2| = x – 1 – (2 – x) = x – 1 – 2 + x = 2x – 3  

β) Για x < 1 είναι: 
|x – 1| = – (x – 1) = 1 – x   και   |x – 2| = – (x – 2) = 2 – x 

Επομένως: 
Α = |x – 1| – |x – 2| = 1 – x – (2 – x) = 1 – x – 2 + x = – 1, σταθερή 

24  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Η περίπετρος του ΕΖΒΑΓΔ είναι: 
Π = ΑΒ + ΒΖ + ΖΕ + ΕΔ + ΔΓ + ΓΑ = 
= x + 2y + x – y + y + y + y = 2x + 4y 

β) Είναι: 
5 < x < 8  25 < 2x < 28  10 < 2x < 16  (1) 
1 < y < 2  41 < 4y < 42  4 < 4y < 8  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 
10 + 4 < 2x + 4y < 16 + 8  14 < Π < 24 

25  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) i) Είναι: 

Α + Β = 1
5+√5 + 1

5−√5 = = 

= 5−√5
(5+√5)(5−√5) + 5+√5

(5+√5)(5−√5) = 

= 5−√5+5+√5
(5+√5)(5−√5) = 

= 10
52−(√5)2 = 10

25−5 = 

= 10
20 =  1 

2  

ii) Ισχύει ότι: 

Α  Β = 1
5+√5 ∙ 1

5−√5 = 

= 1
(5+√5)(5−√5) = 1

52−(√5)2 = 

= 1
25−5 = 1

20 

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = Α + Β = 12  και  Ρ = Α  Β = 1
20 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 –  1 
2 x + 1

20 = 0  20x2 – 10x + 1 = 0 
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α) i) Είναι: 

Α + Β = 1
5+√5 + 1

5−√5 = = 

= 5−√5
(5+√5)(5−√5) + 5+√5

(5+√5)(5−√5) = 

= 5−√5+5+√5
(5+√5)(5−√5) = 

= 10
52−(√5)2 = 10

25−5 = 

= 10
20 =  1 

2  

ii) Ισχύει ότι: 

Α  Β = 1
5+√5 ∙ 1

5−√5 = 

= 1
(5+√5)(5−√5) = 1

52−(√5)2 = 

= 1
25−5 = 1

20 

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = Α + Β = 12  και  Ρ = Α  Β = 1
20 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 –  1 
2 x + 1

20 = 0  20x2 – 10x + 1 = 0 

26  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Για να βρούμε την απόσταση του αυτοκινήτου μετά από 25 λεπτά θέτουμε στη δοθείσα 

σχέση x = 25 και βρίσκουμε: 

y = 35 + 0,8 ∙ 25  

 y = 35 + 20  

 y = 55 χιλιόμετρα  

β) Για να βρούμε τα λεπτά θα έχει κινηθεί το αυτοκίνητο, όταν θα απέχει 75 χιλιόμετρα από 

την πόλη Α θέτουμε στη δοθείσα σχέση y = 75 και βρίσκουμε: 

75 = 35 + 0,8x  40 = 0,8x  

 x = 50 λεπτά 

27  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

 = −  λ 
           (1)     

 P = x1x2 =  γ 
α

 = 
                     (2) 

Αφού η μία ρίζα του τριωνύμου είναι ο αριθμός 1, από την ισότητα (2) βρίσκουμε: 

1 ∙ x2 = 
   x2 = −   

  

Αντικαθιστούμε στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

1 + −   
  = −  λ 

         

1 −   
 = −  λ 

       

 
 = −  λ 

          

    
 =  λ 

         

 λ = 3 

β) Για λ = 3 το τριώνυμο γράφεται 2x2 + 3x – 5 

Το τριώνυμο  2x2 + 3x – 5 έχει ρίζες τις x1 = 1 και x2 = −   
 . Τότε: 

2x2 − 3x – 5 = 2x − −   
 (x – 1) = (2x + 5)(x – 1) 
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α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

 = −  λ 
           (1)     

 P = x1x2 =  γ 
α

 = 
                     (2) 

Αφού η μία ρίζα του τριωνύμου είναι ο αριθμός 1, από την ισότητα (2) βρίσκουμε: 

1 ∙ x2 = 
   x2 = −   

  

Αντικαθιστούμε στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

1 + −   
  = −  λ 

         

1 −   
 = −  λ 

       

 
 = −  λ 

          

    
 =  λ 

         

 λ = 3 

β) Για λ = 3 το τριώνυμο γράφεται 2x2 + 3x – 5 

Το τριώνυμο  2x2 + 3x – 5 έχει ρίζες τις x1 = 1 και x2 = −   
 . Τότε: 

2x2 − 3x – 5 = 2x − −   
 (x – 1) = (2x + 5)(x – 1) 

28  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5β)2 – 4  2  2β2 = 25β2 – 16β2 = 9β2 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

x1,2 = β±√Δα
= (β)±β

 = β±β = ββ = 2βββ =  β 
 

Σημείωση: Μια εναλλακτική λύση είναι η εξής: 

Η x1 = 2β είναι ρίζα της (1), διότι την επαληθεύει:  

2(2β)2 - 5β(2β) + 2β2 = 8β2– 10β2 +2 β2 = 0 

Ομοίως η x2 = 
β
2

  είναι ρίζα της (1), διότι την επαληθεύει: 

2(
β
2

)2 - 5β(
β
2

) + 2β2 = 2
2 2 2 2 2

2 2 2β β β 5β -4β- 5 + 2β = - + 2β = + 2β = 0
4 2 2 2 2

  

 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες της x1 , x2 με x1 ≠ x2. 

 

β) Οι αριθμοί  2β, β,  β   είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, διότι  


β 1

2β 2
 και 

12

2
 

β
β

β 2β
, δηλαδή ο λόγος των όρων με τη σειρά που δίνονται είναι σταθερός λ = 

1
2
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α) Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5β)2 – 4  2  2β2 = 25β2 – 16β2 = 9β2 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

x1,2 = β±√Δα
= (β)±β

 = β±β = ββ = 2βββ =  β 
 

Σημείωση: Μια εναλλακτική λύση είναι η εξής: 

Η x1 = 2β είναι ρίζα της (1), διότι την επαληθεύει:  

2(2β)2 - 5β(2β) + 2β2 = 8β2– 10β2 +2 β2 = 0 

Ομοίως η x2 = 
β
2

  είναι ρίζα της (1), διότι την επαληθεύει: 

2(
β
2

)2 - 5β(
β
2

) + 2β2 = 2
2 2 2 2 2

2 2 2β β β 5β -4β- 5 + 2β = - + 2β = + 2β = 0
4 2 2 2 2

  

 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες της x1 , x2 με x1 ≠ x2. 

 

β) Οι αριθμοί  2β, β,  β   είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, διότι  


β 1

2β 2
 και 

12

2
 

β
β

β 2β
, δηλαδή ο λόγος των όρων με τη σειρά που δίνονται είναι σταθερός λ = 

1
2

  

29  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – 2βx + β2 – 4 έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2β)2 – 4  1  (β2 – 4) = 4β2 – 4β2 + 16 = 16 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

x1,2 = β±√Δα
= β±√ = β± = β = β + 2β = β − 2 

Σημείωση: Μια εναλλακτική λύση είναι η εξής: 

Η x1 = β + 2 είναι ρίζα της (1), διότι την επαληθεύει:  

(β + 2)2 - 2β(β + 2) + β2 – 4 = β2 + 4β + 4 – 2β2 – 4β + β2 – 4 = 0 

Ομοίως η x2 = β – 2 είναι ρίζα της (1), διότι την επαληθεύει: 

(β - 2)2 - 2β(β - 2) + β2 – 4 = β2 - 4β + 4 – 2β2 + 4β + β2 – 4 = 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες της x1 , x2 με x1 ≠ x2. 

β) Οι αριθμοί  β – 2, β, β + 2 είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, διότι 

β – (β-2) = 2 και (β +2) – β = 2, δηλαδή διαφέρουν κατά σταθερό αριθμό ω = 2. 

30  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

|x – 3| ≤ 2  – 2 ≤ x – 3 ≤ 2  – 2 + 3 ≤ x – 3 + 3 ≤ 2 + 3  1 ≤ x ≤ 5 
|y – 6| ≤ 4  – 4 ≤ y – 6 ≤ 4  – 4 + 6 ≤ y – 6 + 6 ≤ 4 + 6  2 ≤ y ≤ 10 

β) Η περίμετρος ενός ορθογωνίου με διαστάσεις 2x και y είναι Π = 4x + 2y. 
    Από το σκέλος (i) βρίσκουμε: 

1 ≤ x ≤ 5  14 ≤ 4x ≤ 54  4 ≤ 4x ≤ 20  (1) 
2 ≤ y ≤ 10  22 ≤ 2y ≤ 102  4 ≤ 2y ≤ 20  (2) 

    Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 
4 + 4 ≤ 4x + 2y ≤ 20 + 20  8 ≤ Π ≤ 40 

     Επομένως η ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει η περίμετρος είναι 8 και η μέγιστη η 40. 
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31  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Για α = 2, β = 5  και  γ = – 1, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = 52 – 4  2  (– 1) = 25 + 8 = 33 > 0 

Άρα η εξίσωση έχει δύο ρίζες x1 και x2  πραγματικές και άνισες. 

β) Με τη βοήθεια των τύπων Vieta βρίσκουμε: 

 x1 + x2 = − β
α

= − 
 

 x1x2 = γ
α

= − 
 

 


+ 


= 


=
  


  


 = 5 

γ) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = 


+ 


(β)
⇔  S = 5  και   

Ρ = 


∙ 


(β)
⇔ Ρ = 

  


  P = – 2  

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 5x – 2 = 0 

32  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α)  

2 22 2
2 3( 2) ( 3)4 4 6 9

2 3 2 3 2 3

x xx xx x x x

x x x x x x

     
      

     
  

Η παράσταση Κ έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν:  

 
2 0 2

3 0 3

x x

x x

 
    

  
    

  

 

β) Ισχύει: – 2 < x < 3, οπότε x + 2 > 0  και x – 3 < 0.  

Άρα  |x + 2| = x + 2   και   |x – 3| = – (x – 3). 

Οπότε: 
2 3 2 ( 3)

1 1 2
2 3 2 3

x x x x

x x x x

    
       

   
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α)  
2 22 2

2 3( 2) ( 3)4 4 6 9

2 3 2 3 2 3

x xx xx x x x

x x x x x x

     
      

     
  

Η παράσταση Κ έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν:  

 
2 0 2

3 0 3

x x

x x

 
    

  
    

  

 

β) Ισχύει: – 2 < x < 3, οπότε x + 2 > 0  και x – 3 < 0.  

Άρα  |x + 2| = x + 2   και   |x – 3| = – (x – 3). 

Οπότε: 
2 3 2 ( 3)

1 1 2
2 3 2 3

x x x x

x x x x

    
       

   
 

33  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α)  Το τριώνυμο – x2 + 5x – 6 έχει α = – 1, β = 5, γ = – 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ =  52 – 4  (–1)  (–6) = 25 – 24 = 1 > 0

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι:

x1,2 = −β±√Δ2α = −5±√1
2(−1) =

−5±1
−2 = {

−5+1
−2 = 2

−5−1
−2 = 3

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          2              3          +  

 – x2 + 5x – 6 – + –  

Επομένως ισχύει:

– x2 + 5x – 6 < 0  (x < 2  ή  x > 3)  x(–∞, 2)(3, +∞) 

 Την ανίσωση x2 – 16 ≤ 0 θα τη λύσουμε με συντομότερο τρόπο. Ισχύει ότι:   

x2 – 16 ≤ 0  x2 ≤ 16 

 √x2 ≤ √16 |x| ≤ 4 

 – 4 ≤ x ≤ 4  x[– 4, 4]

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των παραπάνω ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί:

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

– 4 ≤ x < 2 ή  3 < x ≤ 4  x[– 4, 2)(3, 4]  

      x΄          – 4                               2             3                                    4         x
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34  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

d(x, –2) < 1  |x – (–2)| < 1  

 |x + 2| < 1  

 – 1 < x + 2 < 1  

 – 1 – 2 < x + 2 – 2 < 1 – 2  

 – 3 < x < – 1 

β) Από το σκέλος (α) ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

|x + 2| < 1  

 |x + 2|2 < 12  

 (x + 2)2 < 1  

 x2 + 4x + 4 < 1  

 x2 + 4x + 3 < 0 

35  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο – x2 + (√3 − 1)x + √3 έχει α = – 1, β = √3 – 1, γ = √3 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (√3 − 1)2
– 4  (–1)  √3 = 

= √32 − 2√3 + 12 + 4√3 = 

= √32 + 2√3 + 12 = (√3 + 1)2
 > 0 

β) Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α =

−(√3 – 1)±√(√3+1)2

2(−1) = 1−√3±(√3+1)
−2 = {

1−√3 +√3+1
−2 = −1

1−√3−√3−1
−2 = √3

 

Επομένως: 

– x2 + (√3 − 1)x + √3 = – (x – ( – 1))(x − √3) = – (x + 1)(x − √3) 
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36  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

i) Το τριώνυμο x2 + 2x – 3  έχει α = 1, β = 2, γ = – 3 και διακρίνουσα:

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4  1  (– 3) = 4 + 12 = 16 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι:

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√16
21 = −2±4

2 = {
−2+4
2 = 1

−2−4
2 = −3

Τότε:

x2 + 2x – 3 = 1 ∙ (x – 1)(x – (–3)) = (x – 1)(x + 3)
ii) Πρέπει:

x – 1 ≠ 0  x ≠ 1

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{1}.
Ο τύπος της f γράφεται:

f(x) = x
2+2x−3
x−1 = (x−1)(x+3)

x−1 = x + 3 

Αντικαθιστούμε στον τύπο της f όπου x = 0 και βρίσκουμε: f(0) = 0 + 3 = 3.

Άρα ένα σημείο από το οποίο διέρχεται η Cf είναι το Α(0, 3)  

Αντικαθιστούμε στον τύπο της f όπου y = 0 και βρίσκουμε: 0 = x + 3  x = – 3.

Άρα ένα σημείο από το οποίο διέρχεται η Cf είναι το B(– 3, 0).  

Η γραφική παράσταση της f είναι η: 

A

B
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37  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο  x2 – 10x + 21 έχει α = 1, β = – 10, γ = 21 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (–10)2 – 4  1  21 = 100 – 84 = 16 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−10)±√16
21 = 10±4

2 = {
10+4
2 = 7

10−4
2 = 3

 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          3                 7          +  

 x2 – 10x + 21 + – +  

Επομένως ισχύει: 

 x2 – 10x + 21 < 0  3 < x < 7  x(3, 7)  

β) i) Για  3 < x < 7 είναι  x – 3 > 0, οπότε: 

|x – 3| = x – 3 

και από το σκέλος (α) ισχύει x2 – 10x + 21 < 0, οπότε: 

|x2 – 10x + 21| =  – (x2 – 10x + 21) =  – x2 + 10x – 21 

Τότε η παράσταση Α γράφεται: 

Α = x – 3 – x2 + 10x – 21 =  – x2 + 11x – 24 

ii) Είναι: 

Α = 6  – x2 + 11x – 24 = 6  x2 – 11x + 30 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ =  (–11)2 – 4  1  30 = 121 – 120 = 1 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−11)±√1
21 = 11±1

2 = {
11+1
2 = 6

11−1
2 = 5

 

Οι ρίζες x = 5, x = 6  είναι και οι δύο δεκτές διότι ανήκουν στο διάστημα (3, 7). 
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38  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Για να βρούμε τη θερμοκρασία ενός σημείου που βρίσκεται 30 χιλιόμετρα κάτω 

από την επιφάνεια της Γης θέτουμε στη δοθείσα σχέση x = 30 και βρίσκουμε 

ισοδύναμα: 

                                                           T = 15 + 25 ∙ 30 

T = 15 + 750 

                                                           T = 765 0C 

β) Για να βρούμε σε ποιο βάθος η θερμοκρασία είναι ίση με 290 0C  θέτουμε στη 

δοθείσα σχέση Τ = 290 και βρίσκουμε ισοδύναμα: 

                                                        290 = 15 + 25 ∙ x  

                                                  275 = 25x  

                                                  x = 11 χιλιόμετρα 

γ) Για να βρούμε σε ποιο βάθος η θερμοκρασία είναι μεγαλύτερη από 440 0C  

λύνουμε την ανίσωση: 

Τ > 440       

15 + 25 ∙ x > 440       

25 ∙ x > 425      

                  x > 17 χιλιόμετρα 

Επομένως η θερμοκρασία είναι μεγαλύτερη των 440 0C σε βάθος άνω των 17 

χιλιομέτρων. 

39  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο  3x2 – 4x + 1 έχει α = 3, β = – 4, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (–4)2 – 4  3  1 = 16 – 12 = 4 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−4)±√4

23 = 4±2
6 = {

4+2
6 = 1

4−2
6 =  1 

3

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          1 
3               1         +  

 3x2 – 4x + 1 + – +  

Επομένως ισχύει: 

 3x2 – 4x + 1 ≤ 0   1 
3  ≤ x ≤ 1  x[ 1 

3 , 1]  

β) Αφού οι αριθμοί α, β είναι λύσεις της παραπάνω ανίσωσης ισχύει ότι: 

 α[ 1 
3 , 1]   1 

3  ≤ α ≤ 1  και  

 β[ 1 
3 , 1]   1 

3  ≤ β ≤ 1 

Τότε: 
 1 
3  ≤ α ≤ 1  1 ≤ 3α ≤ 3  (1)   και 

     1 
3  ≤ β ≤ 1  2 ≤ 6β ≤ 6  (2) 

 Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

1 + 2 ≤ 3α + 6β ≤ 3 + 6  

 3 ≤ 3α + 6β ≤ 9  

  3 
9 ≤ 3α+6β

9 ≤  9 
9    

  1 
3 ≤ 3α+6β

9 ≤ 1 

       Άρα και ο αριθμός 3α+6β
9   είναι λύση της ανίσωσης.  
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α) Το τριώνυμο  3x2 – 4x + 1 έχει α = 3, β = – 4, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (–4)2 – 4  3  1 = 16 – 12 = 4 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−4)±√4

23 = 4±2
6 = {

4+2
6 = 1

4−2
6 =  1 

3

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          1 
3               1         +  

 3x2 – 4x + 1 + – +  

Επομένως ισχύει: 

 3x2 – 4x + 1 ≤ 0   1 
3  ≤ x ≤ 1  x[ 1 

3 , 1]  

β) Αφού οι αριθμοί α, β είναι λύσεις της παραπάνω ανίσωσης ισχύει ότι: 

 α[ 1 
3 , 1]   1 

3  ≤ α ≤ 1  και  

 β[ 1 
3 , 1]   1 

3  ≤ β ≤ 1 

Τότε: 
 1 
3  ≤ α ≤ 1  1 ≤ 3α ≤ 3  (1)   και 

     1 
3  ≤ β ≤ 1  2 ≤ 6β ≤ 6  (2) 

 Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

1 + 2 ≤ 3α + 6β ≤ 3 + 6  

 3 ≤ 3α + 6β ≤ 9  

  3 
9 ≤ 3α+6β

9 ≤  9 
9    

  1 
3 ≤ 3α+6β

9 ≤ 1 

       Άρα και ο αριθμός 3α+6β
9   είναι λύση της ανίσωσης.  

40  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

α2β + αβ2 = – 30   

 αβ(α + β) = – 30   

 αβ  2 = – 30   

 αβ = – 15 

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = α + β = 2  και  Ρ = αβ = – 15  

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 2x – 15 = 0 

Το τριώνυμο x2 – 2x – 15 έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4  1  (– 15) = 4 + 60 = 64 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−2)±√64
21 = 2±8

2 = {
2+8
2 = 5

2−8
2 = −3

 

Άρα είναι: 

(α = 5  και  β = – 3)  ή  (α = – 3  και  β = 5) 
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α) Είναι: 

α2β + αβ2 = – 30   

 αβ(α + β) = – 30   

 αβ  2 = – 30   

 αβ = – 15 

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = α + β = 2  και  Ρ = αβ = – 15  

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 2x – 15 = 0 

Το τριώνυμο x2 – 2x – 15 έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4  1  (– 15) = 4 + 60 = 64 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−2)±√64
21 = 2±8

2 = {
2+8
2 = 5

2−8
2 = −3

 

Άρα είναι: 

(α = 5  και  β = – 3)  ή  (α = – 3  και  β = 5) 

41  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

Α + Β + Γ = (√2)6
+ (√33 )6

+ (√66 )6
 = (2

1
2)

6
+ (3

1
3)

6
+ (6

1
6)

6
 = 

= 2
6
2 + 3

6
3 + 6

6
6 = 23 + 32 + 6 = 8 + 9 + 6 = 23 

β) Είναι: √33 = 3
1
 3 = (32)

1
 6 = √96 . Τότε: 

6 < 9  √66 < √96   √66 < √33  

42  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

α4 – α2 = 10  

 α1 + (4 – 1)ω – [α1 + (2 – 1)ω] = 10  

 α1 + 3ω – α1 – ω = 10  

 2ω = 10  ω = 5 

β) Ισχύει ότι: 

α1 + α2 + α3 = 33  

 α1 + α1 + (2 – 1)5 + α1 + (3 – 1)5 = 33  

 3α1 + 5 + 10 = 33  

 3α1 = 18  α1 = 6 
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α) Είναι: 

α4 – α2 = 10  

 α1 + (4 – 1)ω – [α1 + (2 – 1)ω] = 10  

 α1 + 3ω – α1 – ω = 10  

 2ω = 10  ω = 5 

β) Ισχύει ότι: 

α1 + α2 + α3 = 33  

 α1 + α1 + (2 – 1)5 + α1 + (3 – 1)5 = 33  

 3α1 + 5 + 10 = 33  

 3α1 = 18  α1 = 6 

43  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

f(– 5) = 8 – (– 5) = 8 + 5 = 13  και 

  f(4) = 2 ∙ 4 + 5 = 8 + 5 =13 

Άρα  f(– 5) = f(4). 

β)  Για  x < 0 είναι: 

f(x) = 9  8 – x = 9   

 – x = 1  x = – 1 

       Για x ≥ 0 είναι: 

f(x) = 9  2x + 5 = 9  

 2x = 4  x = 2 

44  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

                                             |x + 4| ≥ 3           αν και μόνο αν 

                                    x + 4 ≤ – 3 ή x + 4 ≥ 3   αν και μόνο αν 

                                          x ≤ – 7  ή  x ≥  – 1  

β) Ισχύει ότι: 

α ≥ – 1   

α + 4  ≥ – 1 + 4   

                  α + 4 ≥ 3,  δηλαδή α + 4 >0 

Άρα, |α + 4| = α + 4. Τότε η παράσταση Α γράφεται: 

Α = ||α + 4| – 3| = |α + 4 – 3| = |α + 1| = α + 1, αφού α ≥ – 1 



Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

26

ΤΜ

45  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Η περίμετρος Π του ορθογωνίου είναι: 

Π = 2(x + 1) + 2x = 4x + 2,   με x > 0 

και το εμβαδόν του Ε είναι: 

Ε = x(x + 1) = x2 + x,    με  x > 0 

β) Ισχύει ότι: 

                                                            Ε = 90     αν και μόνο αν 

                                                     x2 + x = 90  αν και μόνο αν 

                                              x2 + x – 90 = 0 

Το τριώνυμο x2 + x – 90 έχει α = 1, β = 1, γ = – 90 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4  α  γ = 12 – 4  1  (– 90) = 361 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης  x2 + x – 90 = 0 είναι: 

x1,2 = β±√Δα
= ±√ = ± =    = 9 = −10, απορρίπτεται ( > 0) 

Άρα οι διαστάσεις του ορθογωνίου είναι: 

                                                 x = 9 μέτρα και  

                                           x + 1 = 10 μέτρα. 
 

x + 1 

x  

46  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Έχουμε: 

              Κ ≥ Λ       

              Κ – Λ  0     

             2α2 + β2 – 2αβ  0       

             (α2 + α2 )+ β2 – 2αβ 0    

             α2 + (α2 + β2 – 2αβ)  0      

              α2 + (α – β)2  0 που ισχύει για κάθε α, β∈ℝ. 

Άρα Κ  Λ, για κάθε τιμή των α, β.  

β) Ισχύει                                        Κ = Λ         

                                              α2 + (α – β)2 = 0            

                                             α2 = 0  και (α – β)2 = 0      

                                              α = 0  και  α = β 

Τελικά Κ = Λ αν και μόνο αν α = β = 0. 
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α) Έχουμε: 

              Κ ≥ Λ       

              Κ – Λ  0     

             2α2 + β2 – 2αβ  0       

             (α2 + α2 )+ β2 – 2αβ 0    

             α2 + (α2 + β2 – 2αβ)  0      

              α2 + (α – β)2  0 που ισχύει για κάθε α, β∈ℝ. 

Άρα Κ  Λ, για κάθε τιμή των α, β.  

β) Ισχύει                                        Κ = Λ         

                                              α2 + (α – β)2 = 0            

                                             α2 = 0  και (α – β)2 = 0      

                                              α = 0  και  α = β 

Τελικά Κ = Λ αν και μόνο αν α = β = 0. 

 47  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο x2 – κx – 2 έχει α = 1, β = – κ, γ = – 2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4  α  γ = (– κ)2 – 4  1  (– 2) = κ2 + 8 > 0, για κάθε κℝ 

β) 

 i) Είναι  

S = x1 +x2 = − β
 α 

= − κ


 = κ   και 

P = x1∙ x2 = γ
 α 

= 


 = – 2     

ii) Το άθροισμα των ριζών ρ1, ρ2 είναι: 

 ρ1 + ρ2 = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 2κ 

και το γινόμενο: 

         ρ1  ρ2 = 2x1  2x2 = 4x1x2 = 4∙(-2) = – 8 

Επομένως η εξίσωση που έχει ρίζες τις ρ1, ρ2 είναι: 

x2 – 2κx – 8 = 0 

 

 
48  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Αφού η εξίσωση (1) έχει λύση το 1, ισχύει ότι: 

12 – (λ – 1)1 + 6 = 0  1 – λ + 1 + 6 = 0  8 – λ = 0  λ = 8 

β) Για λ = 2 η εξίσωση γράφεται: 

x2 – (2 – 1)x + 6 = 0  x2 – x + 6 = 0 

    Για α = 1, β = – 1  και  γ = 6, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  1  6 = 1 – 24 = – 23 < 0 

    Άρα η εξίσωση δεν έχει πραγματικές ρίζες. 



Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

28

ΤΜ
α) Αφού η εξίσωση (1) έχει λύση το 1, ισχύει ότι: 

12 – (λ – 1)1 + 6 = 0  1 – λ + 1 + 6 = 0  8 – λ = 0  λ = 8 

β) Για λ = 2 η εξίσωση γράφεται: 

x2 – (2 – 1)x + 6 = 0  x2 – x + 6 = 0 

    Για α = 1, β = – 1  και  γ = 6, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  1  6 = 1 – 24 = – 23 < 0 

    Άρα η εξίσωση δεν έχει πραγματικές ρίζες. 

49  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο x2 – x – 2 έχει α = 1, β = – 1, γ = – 2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ =  (–1)2 – 4  1  (– 2) = 1 + 8 = 9 > 0

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι:

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√9

21 = 1±3
2 = {

1+3
2 = 2

1−3
2 = −1

 

β) Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –       – 1              2         +  

 x2 – x – 2 + – +  

Επομένως ισχύει:

x2 – x – 2 > 0  (x < – 1  ή  x > 2)  x(–∞, – 1)(2, +∞)

γ) 

Το  −  4 
3 ανήκει στο διάστημα (–∞, – 1), οπότε είναι λύση της ανίσωσης του ερωτήματος (β). 

    –5  –4   –3  –2   –1   0    1    2    3    4    5    6      x
− 4

3 

50  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

                   α3 = 9         

             α1 + (3 – 1)ω = 9    

                                                                1 + 2ω = 9               

                                                                       2ω = 8          

                                                                          ω = 4 

β) Ισχύει: 

αν > 30        

α1 + (ν – 1)ω > 30      

1 + (ν – 1)4 > 30    

1 + 4ν – 4 > 30    

4ν > 33     

ν > 33

4
   

Επομένως, ο μικρότερος θετικός ακέραιος ν ώστε αν > 30 είναι ο ν = 9. 
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α) Είναι: 

                   α3 = 9         

             α1 + (3 – 1)ω = 9    

                                                                1 + 2ω = 9               

                                                                       2ω = 8          

                                                                          ω = 4 

β) Ισχύει: 

αν > 30        

α1 + (ν – 1)ω > 30      

1 + (ν – 1)4 > 30    

1 + 4ν – 4 > 30    

4ν > 33     

ν > 33

4
   

Επομένως, ο μικρότερος θετικός ακέραιος ν ώστε αν > 30 είναι ο ν = 9. 

51  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Ισχύει ότι:

f(0) = 5  α ∙ 0 + β = 5  β = 5  (1)

και

f(1) = 3  α ∙ 1 + β = 3 
(1)
⇔

 α + 5 = 3  α = – 2

β) Ο τύπος της f γράφεται: f(x) = – 2x + 5.

Για τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα  x΄x  λύνουμε την εξίσωση:

f(x) = 0  – 2x + 5 = 0  x =  5 
2

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo  Α( 5 
2 , 0).

Επίσης έχουμε:

f(0) = 0 + 5 = 5

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B(0, 5).

γ) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από τα σημεία Α, Β. Επομένως το γράφημα της είναι:

 

A

B

 5 
2
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α) Ισχύει ότι:

f(0) = 5  α ∙ 0 + β = 5  β = 5  (1)

και

f(1) = 3  α ∙ 1 + β = 3 
(1)
⇔

 α + 5 = 3  α = – 2

β) Ο τύπος της f γράφεται: f(x) = – 2x + 5.

Για τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα  x΄x  λύνουμε την εξίσωση:

f(x) = 0  – 2x + 5 = 0  x =  5 
2

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo  Α( 5 
2 , 0).

Επίσης έχουμε:

f(0) = 0 + 5 = 5

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B(0, 5).

γ) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από τα σημεία Α, Β. Επομένως το γράφημα της είναι:

 

A

B

 5 
2

52  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Πρέπει: 

x – 4 ≠ 0  x ≠ 4 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = ℝ−4. 
Ο τύπος της f μετά τις σχετικές παραγοντοποιήσεις και απλοποιήσεις γράφεται: 

f(x) =  =   =  = x(x + 4) = x2 + 4x 

β) Είναι: 

f(x) = 32  x2 + 4x = 32  x2 + 4x – 32 = 0 

Το τριώνυμο x2 + 4x – 32  έχει α = 1, β = 4, γ = – 32 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 42 – 4  1  (– 32) = 16 + 128 = 144 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = β±√Δα
= ±√ = ± =   = 4 = −8 

Επειδή η f ορίζεται στο Α = R−4 δεκτή είναι μόνο η τιμή x = – 8. 

α) Πρέπει: 

x – 4 ≠ 0  x ≠ 4 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = ℝ−4. 
Ο τύπος της f μετά τις σχετικές παραγοντοποιήσεις και απλοποιήσεις γράφεται: 

f(x) =  =   =  = x(x + 4) = x2 + 4x 

β) Είναι: 

f(x) = 32  x2 + 4x = 32  x2 + 4x – 32 = 0 

Το τριώνυμο x2 + 4x – 32  έχει α = 1, β = 4, γ = – 32 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 42 – 4  1  (– 32) = 16 + 128 = 144 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = β±√Δα
= ±√ = ± =   = 4 = −8 

Επειδή η f ορίζεται στο Α = R−4 δεκτή είναι μόνο η τιμή x = – 8. 
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α) Είναι: 

 f( 1 
2 ) =  1 

2 + 1
  1 

2  
=  1 

2  + 2  =  1 
2 +  4 

2  =  5 
2  

 f(1) = 1 +  1 
1  = 1 + 1 = 2 

 f(2) = 1 +  1 
2   =  2 

2 +  1 
2  =  3 

2  

Τότε: 

Α = f( 1 
2 ) + f(1) – f(2) = 

=  5 
2  + 2 −  3 

2  = 

=  2 
2  + 2 = 1 + 2 = 3 

β) Ισχύει ότι: 

f(x) = 52  x +  1 
x  =  5 

2   

 x
2+1
x  =  5 

2   2(x2 + 1) = 5x  

 2x2 + 2 = 5x  2x2 – 5x + 2 = 0 

Το τριώνυμο 2x2 – 5x + 2  έχει α = 2, β = – 5, γ = 2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  2  2 = 25 – 16 = 9 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−5)±√9

22 = 5±3
4 = {

5+3
4 = 2

5−3
4 =  1 

2

 

54  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________



Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

32

ΤΜ

α) Η περίμετρος ενός ορθογώνιου παραλληλογράμμου είναι Π = 2x + 2y. Τότε: 
4 ≤ x ≤ 7  24 ≤ 2x ≤ 27  8 ≤ 2x ≤ 14 (1)   και 

2 ≤ y ≤ 3  22 ≤ 2y ≤ 23  4 ≤ 2y ≤ 6  (2) 
Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

8 + 4 ≤ 2x + 2y ≤ 14 + 6  12 ≤ Π ≤ 20 
β) Αν το x  μειωθεί κατά 1 και το y τριπλασιαστεί η νέα περίμετρος θα είναι: 

P = 2(x – 1) + 23y = 2x + 6y – 2 
Τότε: 

2 ≤ y ≤ 3  62 ≤ 6y ≤ 63  12 ≤ 6y ≤ 18   
 12 – 2 ≤ 6y – 2 ≤ 18 – 2  10 ≤ 6y – 2 ≤ 16 (3) 

  Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (3) και βρίσκουμε: 
8 + 10 ≤ 2x + 6y – 2 ≤ 14 + 16  18 ≤ P ≤ 30 

55  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

Α = x3 − x2 + 3x – 3 =  

= x2(x – 1) + 3(x – 1) = 

= (x – 1)(x2 + 3) 

β) Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = R*  και η  g  το Β = R. Τα σημεία τομής τους 

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)       = x2 − x + 3  

 3 = x(x2 – x + 3)  

 3 = x3 – x2 + 3x  

 x3 – x2 + 3x – 3 = 0 
   
   

 (x – 1)(x2 + 3) = 0  

 (x – 1 = 0  ή  x2 + 3 = 0, αδύνατη)  x = 1 

Για x = 1 είναι f(1) = 3. Άρα το σημείο τομής των Cf, Cg είναι το Α(1, 3). 
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α) Το τριώνυμο  x2 + 4x + 5 έχει α = 1, β = 4, γ = 5 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  42 – 4  1  5 = 16 – 20 = – 4 < 0 

Επειδή α = 1 > 0, ισχύει ότι: 

x2 + 4x + 5 > 0, 

για κάθε πραγματικό αριθμό x. 

β) Είναι x2 + 4x + 4 = (x + 2)2 ≥ 0. Τότε:  

B = |x2 + 4x + 5| – | x2 + 4x + 4| 
(α)
⇔   

 B = x2 + 4x + 5 – (x2 + 4x + 4)  

 B = x2 + 4x + 5 – x2 – 4x – 4   

 B = 1 
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α) Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = R  και η  g  το Β = R. Τα σημεία τομής τους 

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  x3 = x   

 x3 – x = 0  x(x2 – 1) = 0  

 x(x – 1)(x + 1) = 0  

 (x = 0  ή  x – 1 = 0  ή  x + 1 = 0)   

 (x = 0  ή  x = 1  ή  x = – 1) 

 Για  x = 0:  f(0) = 03  = 0 

 Για  x = 1:  f(1) = 13  = 1 

 Για  x = – 1:  f(– 1) = (– 1)3 = – 1 

Τελικά τα σημεία τομής των Cf, Cg  είναι τα: 

O(0, 0),  A(1, 1)   και   B(– 1, – 1) 

β) Ισχύει ότι: 

xA =  – xB   και   yA = – yB 

    Άρα τα σημεία Α, Β είναι συμμετρικά ως προς το Ο. 
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α) Η συνάρτηση ορίζεται για 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 με:  

2|x| – 6 ≠ 0  2|x| ≠ 6   

 |x| ≠ 3  (x ≠ – 3  και  x ≠ 3) 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{−3, 3}. 
β) Ο τύπος της f μετά τις σχετικές παραγοντοποιήσεις και απλοποιήσεις γράφεται: 

f(x) = 2x2−6|x|
2|x|−6 = 

= 2|x|2−6|x|
2|x|−6 = 

= |x|(2|x|−6)
2|x|−6  = |x|, για κάθε xA 

γ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = |x| για x>0, είναι η: 
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α) Είναι: 

2 ≤ x < 3  (2 ≤ x  και  x < 3)  (4 ≤ 2x  και  x – 3 < 0)  (0 ≤ 2x – 4  και  x – 3 < 0) 

Τότε: 

Α = |2x – 4| = 2x – 4  και  Β = |x – 3| = – (x – 3) = 3 – x 

Άρα: 

Α + Β = 2x – 4 + 3 – x = x – 1 

β) Είναι: 

Α + Β = 2  x – 1 = 2  x = 3, 

    αδύνατο διότι x[2, 3). Επομένως δεν υπάρχει x[2, 3) ώστε Α + Β = 2. 
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α) Προβάλλουμε τη γραφική παράσταση της f στον άξονα x΄x και βρίσκουμε ότι το πεδίο 

ορισμού της είναι το:

Α = [– 2, 6]

β) Από τη γραφική παράσταση της f συμπληρώνουμε τον πίνακα που ακολουθεί:

 
 
 

x – 2 – 1 0 1 2 6

y 3 0 – 1 0 3 – 3

 

γ) Η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x  στα σημεία:

Α(– 1, 0), Β(1, 0)  και  Γ(4, 0)

και τον άξονα y΄y στο σημείο:

Δ(0, – 1)

δ) Τα διαστήματα του πεδίου ορισμού στα οποία η συνάρτηση παίρνει αρνητικές τιμές, δηλαδή 

αυτά για τα οποία βρίσκεται «κάτω» από τον άξονα x΄x είναι τα (– 1, 1)  και  (4, 6]. 
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α) Προβάλλουμε τη γραφική παράσταση της f στον άξονα x΄x και βρίσκουμε ότι το πεδίο 

ορισμού της είναι το:

Α = [– 3, 8]

β) Από τη γραφική παράσταση της f συμπληρώνουμε τον πίνακα που ακολουθεί:

 

 

 

 

 

 

 

x – 3 – 1 0 3 7 8

y 0 2 3 6 – 2 – 4

 

γ) Η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x  στα σημεία:

Α(– 3, 0)  και  Β(6, 0)

και τον άξονα y΄y στο σημείο:

Γ(0, 3)

δ) Το διάστημα του πεδίου ορισμού στο οποίο η συνάρτηση παίρνει θετικές τιμές, δηλαδή αυτό 

για το οποίο βρίσκεται «πάνω» από τον άξονα x΄x είναι το (– 3, 6). 
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α) Το τριώνυμο 3x2 + 9x – 12 έχει α = 3, β = 9, γ = – 12 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 92 – 4  3  (– 12) = 81 + 144 = 225 > 0

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι:

x1,2 = −β±√Δ2α = −9±√225
23 = −9±15

6 = {
−9+15

6 = 1
−9−15

6 = −4
 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –       – 4              1         +  

 3x2 + 9x – 12 + – +  

Επομένως ισχύει:

f(x) ≤ 0  3x2 + 9x – 12 ≤ 0 

 – 4 ≤ x ≤ 1  x[– 4, 1]

β) Ο αριθμός √23 είναι λύση της ανίσωσης αν και μόνο αν:

– 4 ≤ √23 ≤ 1  √23 ≤ 1 

 (√23 )3 ≤ 13  2 ≤ 1, άτοπο

Άρα ο αριθμός √23 δεν είναι λύση της ανίσωσης 

    –5  –4   –3  –2   –1   0    1    2    3    4    5    6      x
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α) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g διέρχεται από το σημείο Α(1, – 4) αν και μόνο αν: 

g(1) = – 4  2∙1
2−4∙1+μ
1+1  = – 4  

 2−4+μ2  = – 4  – 2 + μ = – 8  

 μ = – 6 

β) Η συνάρτηση ορίζεται για χ𝜖𝜖R με:  

x + 1 ≠ 0  x ≠ – 1 

Άρα το πεδίο ορισμού της g είναι το Α = R−{−1}. 
γ) Για μ = – 6 ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =  2x
2−4x−6
x+1  

Θα παραγοντοποιήσουμε το τριώνυμο 2x2 – 4x − 6. 

Το τριώνυμο 2x2 – 4x – 6  έχει α = 2, β = – 4, γ = – 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4  2  (– 6) = 16 + 48 = 64 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−4)±√64
2×2 = 4±8

4 = {
4+8
4 = 3

4−8
4 = −1

 

Άρα: 

2x2 – 4x − 6 = 2(x – 3)(x – ( –1)) = 2(x – 3)(x + 1) 

Τότε, μετά από τις σχετικές πράξεις και απλοποιήσεις ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =  2x
2−4x−6
x+1   

 g(x) = 2(x−3)(x+1)
x+1   

 g(x) = 2(x – 3) = 2x – 6, με 𝑥𝑥 ≠ −1 
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α) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g διέρχεται από το σημείο Α(1, – 4) αν και μόνο αν: 

g(1) = – 4  2∙1
2−4∙1+μ
1+1  = – 4  

 2−4+μ2  = – 4  – 2 + μ = – 8  

 μ = – 6 

β) Η συνάρτηση ορίζεται για χ𝜖𝜖R με:  

x + 1 ≠ 0  x ≠ – 1 

Άρα το πεδίο ορισμού της g είναι το Α = R−{−1}. 
γ) Για μ = – 6 ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =  2x
2−4x−6
x+1  

Θα παραγοντοποιήσουμε το τριώνυμο 2x2 – 4x − 6. 

Το τριώνυμο 2x2 – 4x – 6  έχει α = 2, β = – 4, γ = – 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4  2  (– 6) = 16 + 48 = 64 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−4)±√64
2×2 = 4±8

4 = {
4+8
4 = 3

4−8
4 = −1

 

Άρα: 

2x2 – 4x − 6 = 2(x – 3)(x – ( –1)) = 2(x – 3)(x + 1) 

Τότε, μετά από τις σχετικές πράξεις και απλοποιήσεις ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =  2x
2−4x−6
x+1   

 g(x) = 2(x−3)(x+1)
x+1   

 g(x) = 2(x – 3) = 2x – 6, με 𝑥𝑥 ≠ −1 

64  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

Α = √3
√5−√3 + √5

√5+√3 = 

=  √3(√5+√3)
(√5−√3)(√5+√3) + √5(√5−√3)

(√5−√3)(√5+√3) = 

= √3√5+√3√3+√5√5−√5√3
(√5−√3)(√5+√3) = 

= √9+√25
(√5)2−(√3)2 =  

= 3+5
5−3 =  8 

2  = 4 

β) Η εξίσωση γράφεται: 

|x + A| = 1  

 |x + 4| = 1  

 (x + 4 = 1  ή  x + 4 = – 1)  

 (x = – 3  ή  x = – 5) 
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α) Είναι: 

Α = √3
√5−√3 + √5

√5+√3 = 

=  √3(√5+√3)
(√5−√3)(√5+√3) + √5(√5−√3)

(√5−√3)(√5+√3) = 

= √3√5+√3√3+√5√5−√5√3
(√5−√3)(√5+√3) = 

= √9+√25
(√5)2−(√3)2 =  

= 3+5
5−3 =  8 

2  = 4 

β) Η εξίσωση γράφεται: 

|x + A| = 1  

 |x + 4| = 1  

 (x + 4 = 1  ή  x + 4 = – 1)  

 (x = – 3  ή  x = – 5) 
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α) Οι αριθμοί κ – 2, 2κ  και  7κ + 4, είναι με τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί όροι μιας 

γεωμετρικής προόδου αν και μόνο αν: 

(2κ)2 = (κ – 2)  (7κ + 4)  

 4κ2 = 7κ2 + 4κ – 14κ – 8  

 3κ2 – 10κ – 8 = 0   (1) 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ =  

= (– 10)2 – 4  3  (– 8) = 

= 100 + 96 = 196 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

κ1,2 = −β±√Δ
2α = −(−10)±√196

23 = 10±14
6 = {

10+14
6 = 4

10−14
6 = −  2 

3

 

Η τιμή κ = −  2 
3  < 0 απορρίπτεται. Άρα κ = 4. 

Για κ = 4 οι αριθμοί γράφονται  2, 8, 32  οπότε ο λόγος είναι λ =  8 
2  = 4. 

β) i) Είναι: 

α2 = α1λ2–1 = 4α1,   α4 = α1λ4–1 = α143 = 64α1,   α5 = α1λ5–1 = α144 = 256α1 

ii) Ισχύει ότι: 

α2 + α5 = 

= 4α1 + 256α1 = 

= 4(α1 + 64α1) = 

= 4(α1 + α4) 
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α) Οι αριθμοί κ – 2, 2κ  και  7κ + 4, είναι με τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί όροι μιας 

γεωμετρικής προόδου αν και μόνο αν: 

(2κ)2 = (κ – 2)  (7κ + 4)  

 4κ2 = 7κ2 + 4κ – 14κ – 8  

 3κ2 – 10κ – 8 = 0   (1) 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ =  

= (– 10)2 – 4  3  (– 8) = 

= 100 + 96 = 196 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

κ1,2 = −β±√Δ
2α = −(−10)±√196

23 = 10±14
6 = {

10+14
6 = 4

10−14
6 = −  2 

3

 

Η τιμή κ = −  2 
3  < 0 απορρίπτεται. Άρα κ = 4. 

Για κ = 4 οι αριθμοί γράφονται  2, 8, 32  οπότε ο λόγος είναι λ =  8 
2  = 4. 

β) i) Είναι: 

α2 = α1λ2–1 = 4α1,   α4 = α1λ4–1 = α143 = 64α1,   α5 = α1λ5–1 = α144 = 256α1 

ii) Ισχύει ότι: 

α2 + α5 = 

= 4α1 + 256α1 = 

= 4(α1 + 64α1) = 

= 4(α1 + α4) 
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α) Η εξίσωση έχει ρίζα τον αριθμό – 2 αν και μόνο αν ισχύει: 

 λ(– 2)2 – (λ – 1)(– 2) – 1 = 0   

 4λ + 2(λ – 1) – 1 = 0  

 4λ + 2λ – 2 – 1 = 0   

 6λ = 3  λ =  3 
6   λ =  1 

2  

β) Το τριώνυμο λx2 – (λ – 1)x – 1 έχει α = λ, β = – (λ – 1), γ = – 1 και διακρίνουσα: 

 Δ = β2 – 4αγ =  

= (– (λ – 1))2 – 4  λ  (– 1) =  

= λ2 – 2λ + 1 + 4λ =  

= λ2 + 2λ + 1 = (λ + 1)2 

     Επειδή είναι Δ = (λ + 1)2 ≥ 0, για κάθε λ ≠ 0 η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες. 

67  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι  2 ≤ α ≤ 4  (1)  και 

– 4 ≤ β ≤ – 3   

 – 4  (– 2) ≥ – 2β ≥ – 3  (– 2)   

 8 ≥ – 2β ≥ 6    

 6 ≤ – 2β ≤ 8  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

2 + 6 ≤ α – 2β ≤ 4 + 8  

 8 ≤ α – 2β ≤ 12 

β) Ισχύει ότι: 

2 ≤ α ≤ 4   

 22 ≤ α2 ≤ 42   

 4 ≤ α2 ≤ 16 (3) 

Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

6  2 ≤ – 2αβ ≤ 8  4   

 12 ≤ – 2αβ ≤ 32  (4) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκουμε: 

4 + 12 ≤ α2 – 2αβ ≤ 16 + 32   

 16 ≤ α2 – 2αβ ≤ 48 
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ΤΜ

α) Είναι  2 ≤ α ≤ 4  (1)  και 

– 4 ≤ β ≤ – 3   

 – 4  (– 2) ≥ – 2β ≥ – 3  (– 2)   

 8 ≥ – 2β ≥ 6    

 6 ≤ – 2β ≤ 8  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

2 + 6 ≤ α – 2β ≤ 4 + 8  

 8 ≤ α – 2β ≤ 12 

β) Ισχύει ότι: 

2 ≤ α ≤ 4   

 22 ≤ α2 ≤ 42   

 4 ≤ α2 ≤ 16 (3) 

Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

6  2 ≤ – 2αβ ≤ 8  4   

 12 ≤ – 2αβ ≤ 32  (4) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκουμε: 

4 + 12 ≤ α2 – 2αβ ≤ 16 + 32   

 16 ≤ α2 – 2αβ ≤ 48 

68  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

α2β + αβ2 = 20  αβ(α + β) = 20   

 4(α + β) = 20  α + β = 5 

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = α + β = 5  και  Ρ = αβ = 4 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 5x + 4 = 0 

Το τριώνυμο x2 – 5x     έχει α = 1, β = – 5, γ = 4 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  4 = 25   16 = 9 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 =                 
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69  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

α3β + 2α2β2 + αβ3 = – 12   

 αβ(α2 + 2αβ + β2) = – 12   

 αβ(α + β)2 = – 12  

 αβ  (– 1)2 = – 12   

 αβ = – 12 

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = α + β = – 1  και  Ρ = αβ = – 12  

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 + x – 12 = 0 

Για α = 1, β = 1  και  γ = – 12, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4  1  (– 12) = 1 + 48 = 49 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −1±√49
21 = −1±7

2 = {
−1+7
2 = 3

−1−7
2 = −4

 

Άρα είναι: 

(α = 3  και  β = – 4)  ή  (α = – 4  και  β = 3) 

70  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

Κ – Λ = 2α2 + β2 + 9 – 2α(3 – β) =  

= 2α2 + β2 + 9 – (6α – 2αβ) = 

= α2 + α2 + β2 + 9 – 6α + 2αβ =  

= (α2 + 2αβ + β2) + (α2 – 6α + 9) 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά ισχύει ότι: 

Κ ≥ Λ  Κ – Λ ≥ 0   

 (α2 + 2αβ + β2) + (α2 – 6α + 9) ≥ 0  

 (α + β)2 + (α – 3)2 ≥ 0  

το οποίο ισχύει για κάθε τιμή των α, β. 

γ) Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν: 

Κ = Λ   Κ – Λ = 0   

 (α + β)2 + (α – 3)2 = 0  

 ((α + β)2 = 0  και  (α – 3)2 = 0)    

 (α + β = 0  και  α – 3 = 0)  

 (α = – β   και  α = 3)   

 (α = 3  και  β = – 3) 
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ΤΜ

α) Είναι: 

Κ – Λ = 2α2 + β2 + 9 – 2α(3 – β) =  

= 2α2 + β2 + 9 – (6α – 2αβ) = 

= α2 + α2 + β2 + 9 – 6α + 2αβ =  

= (α2 + 2αβ + β2) + (α2 – 6α + 9) 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά ισχύει ότι: 

Κ ≥ Λ  Κ – Λ ≥ 0   

 (α2 + 2αβ + β2) + (α2 – 6α + 9) ≥ 0  

 (α + β)2 + (α – 3)2 ≥ 0  

το οποίο ισχύει για κάθε τιμή των α, β. 

γ) Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν: 

Κ = Λ   Κ – Λ = 0   

 (α + β)2 + (α – 3)2 = 0  

 ((α + β)2 = 0  και  (α – 3)2 = 0)    

 (α + β = 0  και  α – 3 = 0)  

 (α = – β   και  α = 3)   

 (α = 3  και  β = – 3) 

71  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Η δοθείσα ισότητα ισοδύναμα γράφεται: 
α2+1
β2+1 =

α
β  β(α2 + 1) = α(β2 + 1)  

 α2β + β = αβ2 + α  

 α2β + β – αβ2 – α = 0   

 αβ(α – β) – (α – β) = 0   

 (α – β)(αβ – 1) = 0 
α≠β
⇔  

 αβ – 1 = 0  αβ = 1 

Άρα οι αριθμοί α, β είναι αντίστροφοι. 

β) Η παράσταση γράφεται: 

Κ = α
22∙(β3)8

α−2∙(αβ)25 = α22∙β24
α−2∙α25∙β25 =

α22∙β24
α23∙β25 =

α22
α23 ∙

β24
β25 =

 1 
α ∙

 1 
β =

1
αβ = 1 
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72  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

d(2x, 3) = 3 – 2x  |2x – 3| = 3 – 2x  |2x – 3| = – (2x – 3)  (1) 

Γνωρίζουμε ότι: 

|α| = – α  α ≤ 0 

Τότε από τη σχέση (1) ισοδύναμα βρίσκουμε: 

|2x – 3| = – (2x – 3)  2x – 3 ≤ 0  x ≤  3 
2  

β) Επειδή ισχύει x ≤  3 
2  είναι 2x – 3 ≤ 0  και  3 – x ≥ 0. Τότε: 

|2x – 3| = – (2x – 3)   και   |3 – x| = 3 – x 

Επομένως η παράσταση Κ γράφεται: 

Κ = |2x – 3| – 2|3 – x| = – (2x – 3) – 2(3 – x) = 3 – 2x – 6 + 2x = – 3 

73  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Οι αριθμοί x + 4, 2 – x, 6 – x, είναι με τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί όροι μιας 

γεωμετρικής προόδου αν και μόνο αν: 

(2 – x)2 = (6 – x)  (x + 4)  

 4 – 4x + x2 = 6x + 24 – x2 – 4x  

 2x2 – 6x – 20 = 0  

 x2 – 3x – 10 = 0   (1) 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  1  (– 10) = 9 + 40 = 49 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−3)±√49

21 = 3±7
2 = {

3+7
2 = 5

3−7
2 = −2

 

β) i) Για x = 5: 

α2 = x + 4 = 9,  α3 = 2 – x = – 3  και  α4 = 6 – x = 1   

Ο λόγος είναι λ = α4
α3

= − 1
 3 . 

ii) Είναι: 

α2 = α1λ2–1  

 9 = α1(− 1
 3 )

  

 α1 = – 27 
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ΤΜ

α) Οι αριθμοί x + 4, 2 – x, 6 – x, είναι με τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί όροι μιας 

γεωμετρικής προόδου αν και μόνο αν: 

(2 – x)2 = (6 – x)  (x + 4)  

 4 – 4x + x2 = 6x + 24 – x2 – 4x  

 2x2 – 6x – 20 = 0  

 x2 – 3x – 10 = 0   (1) 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  1  (– 10) = 9 + 40 = 49 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−3)±√49

21 = 3±7
2 = {

3+7
2 = 5

3−7
2 = −2

 

β) i) Για x = 5: 

α2 = x + 4 = 9,  α3 = 2 – x = – 3  και  α4 = 6 – x = 1   

Ο λόγος είναι λ = α4
α3

= − 1
 3 . 

ii) Είναι: 

α2 = α1λ2–1  

 9 = α1(− 1
 3 )

  

 α1 = – 27 

74  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

|x – 2| < 3  – 3 < x – 2 < 3  

 – 3 + 2 < x – 2 + 2 < 3 + 2  

 – 1 < x < 5 

β) Ισχύει ότι: 

– 1 < x < 5  

 (– 1 < x  και  x < 5)  

 (0 < x + 1  και  x – 5 < 0) 

Άρα: 

|x + 1| = x + 1   και   |x – 5| = – (x – 5) = 5 – x 

Τότε: 

K = |x+1|+|x−5|
3 = x+1+5−x

3 =  6 
3  = 2 

75  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

|y – 2| < 1  – 1 < y – 2 < 1  

 – 1 + 2 < y – 2 + 2 < 1 + 2  

 1 < y < 3  y(1, 3) 

β) Ισχύει ότι: 

1 < y < 3  

 (1 < y  και  y < 3)  

 (0 < y – 1  και  y – 3 < 0) 

Άρα: 

|y – 1| = y – 1   και   |y – 3| = – (y – 3) = 3 – y 

Τότε: 

K = |y−1|+|y−3|
2 = y−1+3−y

2 =  2 
2  = 1 
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α) Είναι: 

|y – 2| < 1  – 1 < y – 2 < 1  

 – 1 + 2 < y – 2 + 2 < 1 + 2  

 1 < y < 3  y(1, 3) 

β) Ισχύει ότι: 

1 < y < 3  

 (1 < y  και  y < 3)  

 (0 < y – 1  και  y – 3 < 0) 

Άρα: 

|y – 1| = y – 1   και   |y – 3| = – (y – 3) = 3 – y 

Τότε: 

K = |y−1|+|y−3|
2 = y−1+3−y

2 =  2 
2  = 1 

76  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

3 ≤ x ≤ 5  – 3 ≥ – x ≥ – 5  – 5 ≤ – x ≤ – 3 (1) 

και από υπόθεση ισχύει ότι – 2 ≤ y ≤ – 1  (2). 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

– 2 – 5 ≤ y – x ≤ – 1 – 3  – 7 ≤ y – x ≤ – 4 

β) Ισχύει ότι: 

3 ≤ x ≤ 5  32 ≤ x2 ≤ 52  9 ≤ x2 ≤ 25 (3) 

και: 

– 2 ≤ y ≤ – 1  – 2(– 1) ≥ y(– 1) ≥ – 1(– 1)  2 ≥ – y ≥ 1  

 1 ≤ – y ≤ 2  12 ≤ (– y)2 ≤ 22  1 ≤ y2 ≤ 4  (4) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκουμε: 

9 + 1 ≤ x2 + y2 ≤ 25 + 4  10 ≤ x2 + y2 ≤ 29 

77  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

α25 = α12 + 39  

 α1 + (25 – 1)ω = α1 + (12 – 1)ω + 39  

 24ω = 11ω + 39  

 13ω = 39  ω = 3 

β) Ισχύει ότι: 

αν = 152  α1 + (ν – 1)ω = 152  

 2 + (ν – 1)3 = 152  

 2 + 3ν – 3 = 152   

 3ν = 153  ν = 51 

Άρα ο 51ος όρος της προόδου είναι ίσος με 152. 
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ΤΜ

α) Είναι: 

α25 = α12 + 39  

 α1 + (25 – 1)ω = α1 + (12 – 1)ω + 39  

 24ω = 11ω + 39  

 13ω = 39  ω = 3 

β) Ισχύει ότι: 

αν = 152  α1 + (ν – 1)ω = 152  

 2 + (ν – 1)3 = 152  

 2 + 3ν – 3 = 152   

 3ν = 153  ν = 51 

Άρα ο 51ος όρος της προόδου είναι ίσος με 152. 

78  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

α15−α9
α10−α7

 = α1+(15−1)ω−[α1+(9−1)ω]α1+(10−1)ω−[α1+(7−1)ω]
 = 

= α1+14ω−α1−8ωα1+9ω−α1−6ω
 = 

= 6ω3ω = 2  

β) Έχουμε: 
α15−α9
α10−α7

 = 2  

 18
α1+9ω−α1−6ω

 = 2  

 183ω = 2  18 = 6ω  ω = 3 

79  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α)  i) Για α = 1 η εξίσωση γράφεται: 

(1 + 3)x = 12 – 9   

 4x = – 8   

 x = – 2 

ii) Για α = – 3 η εξίσωση γράφεται: 

(– 3 + 3)x = (– 3)2 – 9   

 0x = 0, ταυτότητα 

β) Η εξίσωση έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν: 

α + 3 ≠ 0  α ≠ – 3 

Η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι η: 

(α + 3)x = α2 – 9   

 (α + 3)x = (α + 3)(α – 3) 
α≠−3
⇔     

 (α+3)xα+3 = (α+3)(α−3)
α+3    

 x = α – 3 
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α)  i) Για α = 1 η εξίσωση γράφεται: 

(1 + 3)x = 12 – 9   

 4x = – 8   

 x = – 2 

ii) Για α = – 3 η εξίσωση γράφεται: 

(– 3 + 3)x = (– 3)2 – 9   

 0x = 0, ταυτότητα 

β) Η εξίσωση έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν: 

α + 3 ≠ 0  α ≠ – 3 

Η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι η: 

(α + 3)x = α2 – 9   

 (α + 3)x = (α + 3)(α – 3) 
α≠−3
⇔     

 (α+3)xα+3 = (α+3)(α−3)
α+3    

 x = α – 3 

80  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

α4 – α9 = 15  

 α1 + (4 – 1)ω – [α1 + (9 – 1)ω] = 15  

 α1 + 3ω – α1 – 8ω = 15  

 – 5ω = 15  ω = – 3 

β) Έχουμε: 

αν = ν  α1 + (ν – 1)ω = ν  

 41 + (ν – 1)(– 3) = ν   

 41 – 3ν + 3 = ν  

 44  = 4ν  ν = 11 

81  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

α6 + α11 = 40  

 α1 + (6 – 1)ω + α1 + (11 – 1)ω = 40  

 2α1 + 5ω + 10ω = 40   

 2α1 + 15ω = 40  2α1 + 15 ∙ 4 = 40  

 2α1 + 60 = 40   

 2α1 = – 20  α1 = – 10 

β) Έχουμε: 

Sν = 0   ν 
2 [2α1 + (ν – 1)ω] = 0  

  ν 
2 [2(– 10) + (ν – 1)4] = 0  

  ν 
2 (– 20 + 4ν – 4) = 0  

 – 24 + 4ν  = 0  4ν = 24   

 ν = 6 

Άρα πρέπει να προσθέσουμε 6 όρους ώστε το άθροισμα να είναι ίσο με μηδέν. 
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ΤΜ

α) Είναι: 

α6 + α11 = 40  

 α1 + (6 – 1)ω + α1 + (11 – 1)ω = 40  

 2α1 + 5ω + 10ω = 40   

 2α1 + 15ω = 40  2α1 + 15 ∙ 4 = 40  

 2α1 + 60 = 40   

 2α1 = – 20  α1 = – 10 

β) Έχουμε: 

Sν = 0   ν 
2 [2α1 + (ν – 1)ω] = 0  

  ν 
2 [2(– 10) + (ν – 1)4] = 0  

  ν 
2 (– 20 + 4ν – 4) = 0  

 – 24 + 4ν  = 0  4ν = 24   

 ν = 6 

Άρα πρέπει να προσθέσουμε 6 όρους ώστε το άθροισμα να είναι ίσο με μηδέν. 

82  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

αi)Είναι: 

|2x – 3|   5  – 5 ≤ 2x – 3 ≤ 5  

 – 2 ≤ 2x ≤ 8  

 – 1 ≤ x ≤ 4 

αii) Είναι: 

|2x – 3|  1  (2x – 3 ≤       2x – 3   )  

 (x  ≤      x      
 

β) 

 
83  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο  2x2 – x – 6 έχει α = 2, β = – 1, γ = – 6 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  2  (– 6) = 1 + 48 = 49 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√49

22 = 1±7
4 = {

1+7
4 = 2

1−7
4 = −  3 

2

 

β) Είναι: 

|x – 1| < 2  – 2 < x – 1 < 2  

 – 2 + 1 < x – 1 + 1 < 2 + 1  

 – 1 < x < 3 

γ) Η τιμή του x που ικανοποιεί ταυτόχρονα τις σχέσεις (1) και (2) είναι η x = 2. 
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α) Το τριώνυμο  2x2 – x – 6 έχει α = 2, β = – 1, γ = – 6 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  2  (– 6) = 1 + 48 = 49 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√49

22 = 1±7
4 = {

1+7
4 = 2

1−7
4 = −  3 

2

 

β) Είναι: 

|x – 1| < 2  – 2 < x – 1 < 2  

 – 2 + 1 < x – 1 + 1 < 2 + 1  

 – 1 < x < 3 

γ) Η τιμή του x που ικανοποιεί ταυτόχρονα τις σχέσεις (1) και (2) είναι η x = 2. 

84  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Η παράσταση Π ορίζεται για     με: 

(x2 – x ≠ 0  και  1 – x ≠ 0)   

 (x(x – 1) ≠ 0  και  x ≠ 1)  

 (x ≠ 0   και  x – 1 ≠ 0  και  x ≠ 1)   

 (x ≠ 0  και  x ≠ 1   και  x ≠ 1)  

 (x ≠ 0  και  x ≠ 1) 

Επομένως η παράσταση Π έχει νόημα πραγματικού αριθμού για κάθε xR – {0, 1} 

β) Για κάθε xR – {0, 1}ισχύει ότι: 
     
     

 
    = 0    

   
       

 
    = 0   

 x(x – 1)  
   

              
    = 0  

 2x2 – 1 – x = 0   

 2x2 – x – 1 = 0 

Για α = 2, β = – 1  και  γ = – 1, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  2  (– 1) = 1 + 8 = 9 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 =                 
      

   
   
   

   
      

 

  

Η ρίζα x = 1 απορρίπτεται λόγω του περιορισμού.  

Τελικά η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την x =     
 . 
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ΤΜ

85  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Αντικαθιστώντας στην ταυτότητα (α + β)2 = α2 + 2αβ + β2  τα δεδομένα της άσκησης 

βρίσκουμε: 

122 = 272 + 2αβ  144 = 272 + 2αβ   

 2αβ = – 128  αβ = – 64 

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = α + β = 12  και  Ρ = αβ = – 64  

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 12x – 64 = 0 

γ) Για α = 1, β = – 12  και  γ = – 64, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 12)2 – 4  1  (– 64) = 144 + 256 = 400 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−12)±√400
21 = 12±20

2 = {
12+20
2 = 16

12−20
2 = −4

 

Άρα είναι: 

(α = 16  και  β = -4)  ή  (α = -4  και  β = 16) 

86  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Πρέπει: 

(x – 2)2 ≥ 0  xR 

β) Πρέπει: 

(2 – x)3 ≥ 0  2 – x ≥ 0  – x ≥ – 2  x ≤ 2  x(– , 2] 

γ) Για κάθε x ≤ 2, είναι: 

|x – 2| = – (x – 2) = 2 – x 

Τότε: 

Α = √(x − 2)2 = |x – 2| = 2 – x   και   Β = √(2 − x)33  = 2 – x 

      Άρα Α = Β 
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α) Πρέπει: 

(x – 2)2 ≥ 0  xR 

β) Πρέπει: 

(2 – x)3 ≥ 0  2 – x ≥ 0  – x ≥ – 2  x ≤ 2  x(– , 2] 

γ) Για κάθε x ≤ 2, είναι: 

|x – 2| = – (x – 2) = 2 – x 

Τότε: 

Α = √(x − 2)2 = |x – 2| = 2 – x   και   Β = √(2 − x)33  = 2 – x 

      Άρα Α = Β 

87  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Οι αριθμοί x + 6, 5x + 2, 11x – 6 είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνο 

αν: 

5x + 2 = x+6+11x−6
2   

 5x + 2 = 12x
2   

 5x + 2 = 6x  x = 2 

Είναι: 

ω = 5x + 2 – (x + 6) = 

= 5x + 2 – x – 6 = 

= 4x – 4 = 4 ∙ 2 – 4 = 4 

β) Ισχύει ότι: 

α8 = α1 + (8 – 1)ω = 0 + 7 ∙ 4 = 28 

Τότε είναι: 

S8 =  8 
2 (α1 + α8) = 4(0 + 28) = 4 ∙ 28 = 112 

88  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α)  Είναι: 

Α + Β = 1
3−√7 + 1

3+√7 =  

= 3+√7
(3+√7)(3−√7) + 3−√7

(3+√7)(3−√7) = 

= 3−√7+3+√7
(3+√7)(3−√7) = 

= 6
32−(√7)2 = 6

9−7 =  6 
2  = 3 

 Ισχύει ότι: 

Α  Β = 1
3−√7 ∙ 1

3+√7 = 

= 1
(3+√7)(3−√7) = 1

32−(√7)2 = 

= 1
9−7 = 1

 2  

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = Α + Β = 3  και  Ρ = ΑΒ = 12 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 3x + 1
 2  = 0  2x2 – 6x + 1 = 0 
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ΤΜ

α)  Είναι: 

Α + Β = 1
3−√7 + 1

3+√7 =  

= 3+√7
(3+√7)(3−√7) + 3−√7

(3+√7)(3−√7) = 

= 3−√7+3+√7
(3+√7)(3−√7) = 

= 6
32−(√7)2 = 6

9−7 =  6 
2  = 3 

 Ισχύει ότι: 

Α  Β = 1
3−√7 ∙ 1

3+√7 = 

= 1
(3+√7)(3−√7) = 1

32−(√7)2 = 

= 1
9−7 = 1

 2  

β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = Α + Β = 3  και  Ρ = ΑΒ = 12 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 3x + 1
 2  = 0  2x2 – 6x + 1 = 0 

89  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

Α  Β  Γ = √53 ∙ √3 ∙ √56 = 

= 5
1
 3 ∙ √3 ∙ 5

 1 
6 = √3 ∙ 5

 1 
3 + 1 

6 = 

= √3 ∙ 5
 3 
6 = √3 ∙ 5

 1 
2 = 

= √3 ∙ √5 = √15 

β) Είναι: 

Α = √53 = 5
1

 3 = (52)
1

 6 = √256    και   Β = √3 = 3
1

 2 = (33)
1

 6 = √276  

Ισχύει ότι: 

25 < 27  √256  < √276   Α < Β 

90  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Είναι: 

α5
α2

 = 27  α1λ
5−1

α1λ2−1
 = 27  

 λ
4

λ  = 27  λ3 = 27  

 λ3 = 33  λ = 3 

β) Ισχύει ότι: 

S4 = 200  α1
λ4−1
λ−1  = 200  

 α1
34−1
3−1  = 200  

 α1
81−1
2  = 200  

 40α1 = 200  α1 = 5 
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α) Είναι: 
α5
α2

 = 27  α1λ
5−1

α1λ2−1
 = 27  

 λ
4

λ  = 27  λ3 = 27  

 λ3 = 33  λ = 3 

β) Ισχύει ότι: 

S4 = 200  α1
λ4−1
λ−1  = 200  

 α1
34−1
3−1  = 200  

 α1
81−1
2  = 200  

 40α1 = 200  α1 = 5 

91  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 
Α  Β = (2 − √3)(2 + √3) = 22 − √32= 4 – 3 = 1 

β) Ισχύει ότι: 

Π = Α2 + Β2 = 

=  (2 − √3)2 + (2 + √3)2 =  

= 22 – 2√3 + √32 + 22 + 2√3 + √32= 

= 4 + 3 + 4 + 3 = 14 

92  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 

|2x – 1| < 1  – 1 < 2x – 1 < 1  

 – 1 + 1 < 2x – 1 + 1 < 1 + 1  

 0 < 2x < 2  0 < x < 1 

β) Ισχύει ότι  0 < x < 1, οπότε: 

x < 1 
x>0
⇔  x ∙ x < 1 ∙ x  x2 < x 

    Τελικά: 

x2 < x < 1 
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α) Είναι: 

α5 = 14  α1 + (5 – 1)ω = 14  

 2 + 4ω = 14  

 4ω = 12  ω = 3 

β) Έχουμε: 

Sν = 77   ν 
2 [2α1 + (ν – 1)ω] = 77  

  ν 
2 [2 ∙ 2 + (ν – 1)3] = 77  

  ν 
2 (4 + 3ν – 3) = 77  

  ν 
2 (3ν + 1) = 77  

 3ν2+ν
2  = 77  

 3ν2 + ν = 154  

 3ν2 + ν – 154 = 0   (1) 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4  3  (– 154) = 1 + 1.848 = 1.849 > 0 

Άρα η εξίσωση (1) έχει ρίζες τις: 

ν1,2 = −β±√Δ
2α = −1±√1849

23 = −1±43
6 = {

−1+43
6 = 7

−1−43
6 = − 44

6
 

Η τιμή ν = – 44
6  απορρίπτεται, καθώς 𝜈𝜈 ∈ 𝛮𝛮. Άρα πρέπει να προσθέσουμε 7 όρους της προόδου 

ώστε το άθροισμα να είναι ίσο με 77. 

94  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Η ακολουθία (αν) είναι αριθμητική πρόοδος διότι κάθε όρος της προκύπτει από τον 

προηγούμενο με την πρόσθεση του ίδια πάντα αριθμού. 

Ο πρώτος όρος της προόδου είναι α1 = 1 και η διαφορά της είναι ω = 2. Χρησιμοποιώντας τον 

τύπο  αν = α1 + (ν – 1)ω  βρίσκουμε: 

α100 = 1 + (100 – 1) ∙ 2 = 1 + 99 ∙ 2 = 1 + 198 = 199 

β) Το άθροισμα των ν πρώτων περιττών θετικών αριθμών είναι: 

Sν =  ν 
2 [2α1 + (ν – 1)ω] =   ν 

2 [2 ∙ 1 + (ν – 1) ∙ 2] = 

= ν
 2 (2 + 2ν –2) =  ν 

2  ∙ 2ν = ν2 

Επομένως, το άθροισμα είναι ίσο με το τετράγωνο του πλήθους τους. 
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α) Η ακολουθία (αν) είναι αριθμητική πρόοδος διότι κάθε όρος της προκύπτει από τον 

προηγούμενο με την πρόσθεση του ίδια πάντα αριθμού. 

Ο πρώτος όρος της προόδου είναι α1 = 1 και η διαφορά της είναι ω = 2. Χρησιμοποιώντας τον 

τύπο  αν = α1 + (ν – 1)ω  βρίσκουμε: 

α100 = 1 + (100 – 1) ∙ 2 = 1 + 99 ∙ 2 = 1 + 198 = 199 

β) Το άθροισμα των ν πρώτων περιττών θετικών αριθμών είναι: 

Sν =  ν 
2 [2α1 + (ν – 1)ω] =   ν 

2 [2 ∙ 1 + (ν – 1) ∙ 2] = 

= ν
 2 (2 + 2ν –2) =  ν 

2  ∙ 2ν = ν2 

Επομένως, το άθροισμα είναι ίσο με το τετράγωνο του πλήθους τους. 

95  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________
α) Η συνάρτηση ορίζεται για 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅  με: 

x – 3 ≠ 0  x ≠ 3 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{3}. 
Θα παραγοντοποιήσουμε το x2 – 5x + 6.  

Το τριώνυμο x2 – 5x + 6  έχει α = 1, β = – 5, γ = 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  6 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3

5−1
2 = 2

 

Τότε: 
x2 – 5x + 6 = (x – 2)(x – 3) 

β) Ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = x
2−5x+6
x−3 = (x−2)(x−3)

x−3  = x – 2 ,  𝑥𝑥 ≠ 3 

γ) Για τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα  x΄x  λύνουμε την εξίσωση: 

f(x) = 0  x – 2 = 0  x = 2 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo  Α(2, 0). 
Επίσης έχουμε: 

f(0) = 0 – 2 = – 2 

      Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B(0, – 2). 
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α) Το τριώνυμο x2 – λx + (λ2 + λ – 1) έχει α = 1, β = – λ, γ = λ2 + λ – 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– λ)2 – 4  1  ( λ2 + λ – 1) =  

= λ2 – 4λ2 – 4λ + 4 = – 3λ2 – 4λ + 4 

Η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ ≥ 0  – 3λ2 – 4λ + 4 ≥ 0 

Το τριώνυμο – 3λ2 – 4λ + 4 έχει διακρίνουσα: 

Δ0 = β2 – 4αγ =  (– 4)2 – 4  (– 3)  4 = 16 + 48 = 64 > 0 

και ρίζες τις: 

λ1,2 = −β±√Δ
2α = −(−4)±√64

2(−3) = 4±8
−6 = {

4+8
−6 = −2
4−8
−6 =  2 

3
 

    Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 λ –        – 2                  2 
3           +  

 – 3λ2 – 4λ + 4 – + –  

Επομένως ισχύει: 

– 3λ2 – 4λ + 4 ≥ 0  – 2 ≤ λ ≤  2 
3   λ[−2,  2 

3 ] (1) 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = −  β 
α  = − −λ

1  = λ   και  Ρ =  γ 
α  = λ

2+λ−1
1  = λ2 + λ – 1 

Τότε: 

S2 – P – 2 ≥ 0  λ2 – λ2 – λ +1−2≥ 0   

 – λ−1 ≥ 0  – λ ≥ 1  λ ≤ −1 (2) 

Από συναλήθευση των  (1) και (2) έχουμε λ[−2, −1] 
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α) Επειδή το πλήθος των καθισμάτων κάθε σειράς προκύπτει από το πλήθος των καθισμάτων 

της προηγούμενης σειράς προσθέτοντας πάντα τον ίδιο αριθμό, τα καθίσματα, αποτελούν 

όρους αριθμητικής προόδου. 

β) Από τα δεδομένα της άσκησης βρίσκουμε: 

α7 = 36  α1 + (7 – 1)ω = 36  

 α1 + 6ω = 36  

 α1 = 36 – 6ω    (1) 

Ισχύει επίσης ότι: 

S10 = 300   102 [2α1 + (10 – 1)ω] = 300  

 5(2α1 + 9ω) = 300  

 10α1 + 45ω = 300  

 2α1 + 9ω = 60 
(1)
⇔  

 2(36 – 6ω) + 9ω = 60  

 72 – 12ω + 9ω = 60  

 – 3ω = – 12  ω = 4 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (1) βρίσκουμε: 

α1 = 36 – 6 ∙ 4  α1 = 36 – 24  α1 = 12 

Επομένως η πρώτη σειρά έχει α1 = 12 καθίσματα 

Η δεύτερη σειρά έχει α2 = 16 καθίσματα. 

Η τρίτη σειρά έχει α3 = 20 καθίσματα.  

Η τέταρτη σειρά έχει α4 = 24 καθίσματα.  

Η πέμπτη σειρά έχει α5 = 28 καθίσματα.  

Η έκτη σειρά έχει α6 = 32 καθίσματα. 

Η έβδομη σειρά έχει α7 = 36 καθίσματα.  

Η όγδοη σειρά έχει α8 = 40 καθίσματα.  

Η ένατη σειρά έχει α9 = 44 καθίσματα.  

Η δέκατη σειρά έχει α10 = 48 καθίσματα. 
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α) Είναι: α = 1, β = – 2λ  και  γ = 4(λ – 1). Τότε: 

Δ = β2 – 4αγ =  

= (– 2λ)2 – 4  1  4(λ – 1) =  

= 4λ2 – 16λ + 16 =  

= (2λ – 4)2 

β) Επειδή Δ = (2λ – 4)2 ≥ 0, για κάθε λR η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές. 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

x1 + x2 = −  β 
α = − −2λ

1  = 2λ  και    

x1x2 =  γ 
α = 4(λ−1)

1  = 4(λ – 1) = 4λ – 4 

Άρα: 

x1 + x2 = x1x2   

 2λ = 4λ – 4   

 4 = 2λ   

 λ = 2 

99  ΘΕΜΑ 2_______________________________________________________________________

α) Είναι: 
|2x – 1| = 3   

 (2x – 1 = 3  ή  2x – 1 = – 3)  

 (2x = 4  ή  2x = – 2)   

 (x = 2  ή  x = – 1) 

β) Είναι α = – 1 και β = 2. Τότε η εξίσωση γράφεται: 

– x2 + 2x + 3 = 0 

Για α = – 1, β = 2  και  γ = 3, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4  (– 1)  3 = 4 + 12 = 16 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√16
2(−1) = −2±4

−2 = {
−2+4
−2 = −1
−2−4
−2 = 3
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α) Είναι: 
|2x – 1| = 3   

 (2x – 1 = 3  ή  2x – 1 = – 3)  

 (2x = 4  ή  2x = – 2)   

 (x = 2  ή  x = – 1) 

β) Είναι α = – 1 και β = 2. Τότε η εξίσωση γράφεται: 

– x2 + 2x + 3 = 0 

Για α = – 1, β = 2  και  γ = 3, βρίσκουμε: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4  (– 1)  3 = 4 + 12 = 16 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√16
2(−1) = −2±4

−2 = {
−2+4
−2 = −1
−2−4
−2 = 3
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α) Είναι:

|2x – 5| ≤ 3  – 3 ≤ 2x – 5 ≤ 3 

 – 3 + 5 ≤ 2x – 5 + 5 ≤ 3 + 5 

 2 ≤ 2x ≤ 8   2 
2 ≤ 2x

2 ≤  8 
2 

 1 ≤ x ≤ 4  (1)

Το τριώνυμο 2x2 – x – 1 έχει διακρίνουσα:

Δ = β2 – 4αγ =  (– 1)2 – 4  2  (– 1) = 1 + 8 = 9 > 0

και ρίζες τις:

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√9

22 = 1±3
4 = {

1+3
4 = 1

1−3
4 = −  1 

2

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –        –  1 
2                 1          +  

 2x2 – x – 1 + – +  

Επομένως ισχύει:

2x2 – x – 1 ≥ 0  (x ≤ −  1 
2   ή  x ≥ 1)  x(−∞, −  1 

2 ][1, +)  (2)

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1)  και  (2)  στον ίδιο άξονα αριθμών:

Όπως φαίνεται από το σχήμα, οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

1 ≤ x ≤ 4  x[1, 4] 

x΄                      – 1
 2              1                                           4         x
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101  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Η δοθείσα εξίσωση ισοδύναμα γράφεται: 

λx = x + λ2 – 1   

 λx – x = λ2 – 1   

 (λ – 1)x = (λ – 1)(λ + 1) 

β) Η παραπάνω εξίσωση έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν: 

λ – 1 ≠ 0  λ ≠ 1 

Η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι η: 

(λ – 1)x = (λ – 1)(λ + 1) 
λ≠1
⇔   

 (λ−1)xλ−1 = (λ−1)(λ+1)
λ−1    

 x = λ + 1 

γ) Η εξίσωση είναι ταυτότητα αν και μόνο αν: 

(λ – 1 = 0  και  (λ – 1)(λ + 1) = 0)   

 (λ = 1  και  λ – 1 = 0  ή  λ + 1 = 0)  

 (λ = 1  και  λ = 1  ή  λ = – 1)   

 λ = 1 

102  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Είναι: 

0 < α < 1 
α2>0
⇔     

 α  α2 < 1  α2  

 α3 < α2 

β) Ισχύει ότι: 

 0 < α  0 < α3,    

 0 < α < 1  0 < α3 < α 

 α < 1  α3 < 13  α3 < 1,   

 0 < α < 1  1 α  > 1 

Τελικά: 

0 < α3 < α < 1 < 1 α  
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α) Είναι: 

0 < α < 1 
α2>0
⇔     

 α  α2 < 1  α2  

 α3 < α2 

β) Ισχύει ότι: 

 0 < α  0 < α3,    

 0 < α < 1  0 < α3 < α 

 α < 1  α3 < 13  α3 < 1,   

 0 < α < 1  1 α  > 1 

Τελικά: 

0 < α3 < α < 1 < 1 α  

103  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

(x – 1)2 + (y + 3)2 = x2 – 2x + 12 + y2 + 23y + 32 = 
=  x2 – 2x + 1 + y2 + 6y + 9 = x2 + y2 – 2x + 6y + 10 

β) Ισχύει ότι: 
x2 + y2 – 2x + 6y + 10 = 0 

(α)
⇔  (x – 1)2 + (y + 3)2 = 0  

 ((x – 1)2 = 0  και (y + 3)2 = 0)  (x – 1 = 0  και  y + 3 = 0)  (x = 1  και  y = – 3) 

104  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Η συνάρτηση ορίζεται για 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅  με: 

x2 – 1 ≠ 0  (x – 1)(x + 1) ≠ 0  

  (x – 1 ≠ 0  και  x + 1 ≠ 0)  

 (x ≠ 1  και  x ≠ – 1) 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{−1,1}. 
β) Το τριώνυμο 2x2 – 5x + 3  έχει α = 2, β = – 5, γ = 3 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  2  3 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−5)±√1

22 = 5±1
4 = {

5+1
4 =  3 

2
5−1

4 = 1
 

Τότε: 

2x2 – 5x + 3 = 2(x −  3 
2

)(x – 1) = (2x – 3)(x – 1) 

γ) Ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = 2x2 −5x+3
x2 −1 = (2x−3)(x−1)

(x−1)(x+1) = 2x−3
x+1 ,  (x ≠ 1  και  x ≠ – 1) 
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105  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι:

|x – 5| < 2  – 2 < x – 5 < 2 

 – 2 + 5 < x – 5 + 5 < 2 + 5 

 3 < x < 7  (1)

β) Ισχύει ότι:

|2 – 3x| > 5  2 – 3x < – 5  ή  2 – 3x > 5 

 – 3x < – 5 – 2  ή  – 3x > 5 – 2 

 (– 3x < – 7  ή  – 3x > 3) 

 (x > 7
3   ή  x < −1)  (2)

γ) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1)  και  (2)  στον ίδιο άξονα αριθμών:

Όπως φαίνεται από το σχήμα, οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

3 < x < 7  x(3, 7) 

                 x΄            – 1            7
3             3                                 7          x

106  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο 2x2 – 3x + 1 έχει α = 2, β = – 3, γ = 1 και διακρίνουσα 

Δ = β2 – 4αγ =  (– 3)2 – 4  2  1 = 9 – 8 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−3)±√1

22 = 3±1
4 = {

3+1
4 = 1

3−1
4 =  1 

2

 

β) Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –           1 
2                  1          +  

 2x2 – 3x + 1 + – +  

Επομένως ισχύει: 

2x2 – 3x + 1 < 0   1 
2  < x < 1  x( 1 

2 , 1) 

γ)  Ο αριθμός √3
2  ανήκει στο διάστημα ( 1 

2 , 1) διότι: 

 1 
2 < √3

2  < 1  1 < √3 < 2  

 12 < √32
 < 22  1 < 3 < 4, ισχύει 

 Ο αριθμός  1
√2 = √2

2  ανήκει στο διάστημα ( 1 
2 , 1) διότι: 

 1 
2 < √2

2  < 1  1 < √2 < 2  

 12 < √22
 < 22  1 < 2 < 4, ισχύει 

Τελικά οι αριθμοί √3
2   και  1

√2 είναι λύσεις της ανίσωσης 2x2 – 3x + 1 < 0. 
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α) Το τριώνυμο 2x2 – 3x + 1 έχει α = 2, β = – 3, γ = 1 και διακρίνουσα 

Δ = β2 – 4αγ =  (– 3)2 – 4  2  1 = 9 – 8 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−3)±√1

22 = 3±1
4 = {

3+1
4 = 1

3−1
4 =  1 

2

 

β) Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –           1 
2                  1          +  

 2x2 – 3x + 1 + – +  

Επομένως ισχύει: 

2x2 – 3x + 1 < 0   1 
2  < x < 1  x( 1 

2 , 1) 

γ)  Ο αριθμός √3
2  ανήκει στο διάστημα ( 1 

2 , 1) διότι: 

 1 
2 < √3

2  < 1  1 < √3 < 2  

 12 < √32
 < 22  1 < 3 < 4, ισχύει 

 Ο αριθμός  1
√2 = √2

2  ανήκει στο διάστημα ( 1 
2 , 1) διότι: 

 1 
2 < √2

2  < 1  1 < √2 < 2  

 12 < √22
 < 22  1 < 2 < 4, ισχύει 

Τελικά οι αριθμοί √3
2   και  1

√2 είναι λύσεις της ανίσωσης 2x2 – 3x + 1 < 0. 

107  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Είναι: 

3x – 1 < x + 9   

 3x – x < 9 + 1  

 2x < 10  x < 5  (1) 

Ισχύει ότι: 

2 – x2 ≤ x + 12  4 – x ≤ 2x + 1  

 – 2x – x ≤ 1 – 4  

 – 3x ≤ – 3  x ≥ 1  (2) 

β) Συναληθεύουμε τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

1 ≤ x < 5  x[1, 5) 

108  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

 f(– 1) = (– 1)2 + 2 ∙ (–1) – 15 = 1 – 2 – 15 = – 16 

 f(0) = 02 + 2 ∙ 0 – 15 = 0 + 0 – 15 = – 15 

 f(1) = 12 + 2 ∙ 1 – 15 = 1 + 2 – 15 = – 12 

Τότε: 

f(−1) + f(0) + f(1) = – 16 – 15 – 12 = – 43 

β) Για τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα  x΄x  λύνουμε την εξίσωση: 

f(x) = 0  x2 + 2x – 15 = 0 

Το τριώνυμο x2 + 2x – 15  έχει α = 1, β = 2, γ = – 15 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4  1  (– 15) = 4 + 60 = 64 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√64
21 = −2±8

2 = {
−2+8
2 = 3

−2−8
2 = −5

 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στα σημεία  Α(3, 0)  και  Β(– 5, 0). 

Επίσης έχουμε: 

f(0) = 02 + 2 ∙ 0 – 15 = 0 + 0 – 15 = – 15 

       Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο Γ(0, – 15). 
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α) Είναι: 

 f(– 1) = (– 1)2 + 2 ∙ (–1) – 15 = 1 – 2 – 15 = – 16 

 f(0) = 02 + 2 ∙ 0 – 15 = 0 + 0 – 15 = – 15 

 f(1) = 12 + 2 ∙ 1 – 15 = 1 + 2 – 15 = – 12 

Τότε: 

f(−1) + f(0) + f(1) = – 16 – 15 – 12 = – 43 

β) Για τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα  x΄x  λύνουμε την εξίσωση: 

f(x) = 0  x2 + 2x – 15 = 0 

Το τριώνυμο x2 + 2x – 15  έχει α = 1, β = 2, γ = – 15 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4  1  (– 15) = 4 + 60 = 64 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√64
21 = −2±8

2 = {
−2+8
2 = 3

−2−8
2 = −5

 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στα σημεία  Α(3, 0)  και  Β(– 5, 0). 

Επίσης έχουμε: 

f(0) = 02 + 2 ∙ 0 – 15 = 0 + 0 – 15 = – 15 

       Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο Γ(0, – 15). 

109  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Είναι: 

|x – 2| = √3   

 (x – 2 = √3  ή  x – 2 = – √3)  

 (x = 2 + √3  ή  x = 2 – √3) 

β)  Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = x1 + x2 = 2 + √3 + 2 – √3 = 4  και  

 Ρ = x1x2 = (2 + √3)(2 – √3) = 22 – √32 = 4 – 3 =1 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 4x + 1 = 0 
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110  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Από τον τύπο αν = α1λν–1 βρίσκουμε: 

α3 = α1λ3–1  1 = α1λ2  (1) 

και 

α5 = α1λ5–1  4 = α1λ4  (2) 

Διαιρούμε κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 
4
1 = α1λ4

α1λ2  4 = λ2  (λ = – 2, απορρίπτεται  ή  λ = 2)  λ = 2 

Αντικαθιστούμε στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

1 = α122  1 = α14  α1 =  1 
4  

β) Ο ν – οστός όρος της προόδου είναι: 

αν = α1λν–1  αν =  1 
4  ∙ 2ν–1  

 αν = 1
22 ∙ 2ν–1  

 αν = 2–2 ∙ 2ν–1  

 αν = 2ν–1–2  αν = 2ν–3 

111  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

|x+1|
3 − |x+1|+4

5 = 2
 3    

 5|x + 1| – 3(|x + 1| + 4) = 5 ∙ 2  

 5|x + 1| – 3|x + 1| – 12 = 10  

 2|x + 1| = 22  |x + 1| = 11  

 (x + 1 = – 11  ή  x + 1 = 11)  

 (x = – 12  ή  x = 10) 

β) Το τριώνυμο – x2 + 2x + 3 έχει α = – 1, β = 2, γ = 3 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  22 – 4  (–1)  3 = 4 + 12 = 16 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −2±√16

2(−1) = −2±4
−2 = {

−2+4
−2 = −1
−2−4

−2 = 3
 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          –1               3          +  

 – x2 + 2x + 3 – + –  

Επομένως ισχύει: 

– x2 + 2x + 3 ≤ 0   (x ≤ – 1  ή  x ≥ 3)  x(–∞, –1][3, +∞)  

γ) Ο αριθμός – 12 ανήκει στο διάστημα (–∞, –1] και ο αριθμός 10 ανήκει στο διάστημα  

    [3, +∞). Συνεπώς και οι δύο αριθμοί είναι λύσεις της δοθείσας ανίσωσης.   
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α) Είναι: 
|x+1|

3 − |x+1|+4
5 = 2

 3    

 5|x + 1| – 3(|x + 1| + 4) = 5 ∙ 2  

 5|x + 1| – 3|x + 1| – 12 = 10  

 2|x + 1| = 22  |x + 1| = 11  

 (x + 1 = – 11  ή  x + 1 = 11)  

 (x = – 12  ή  x = 10) 

β) Το τριώνυμο – x2 + 2x + 3 έχει α = – 1, β = 2, γ = 3 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  22 – 4  (–1)  3 = 4 + 12 = 16 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −2±√16

2(−1) = −2±4
−2 = {

−2+4
−2 = −1
−2−4

−2 = 3
 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          –1               3          +  

 – x2 + 2x + 3 – + –  

Επομένως ισχύει: 

– x2 + 2x + 3 ≤ 0   (x ≤ – 1  ή  x ≥ 3)  x(–∞, –1][3, +∞)  

γ) Ο αριθμός – 12 ανήκει στο διάστημα (–∞, –1] και ο αριθμός 10 ανήκει στο διάστημα  

    [3, +∞). Συνεπώς και οι δύο αριθμοί είναι λύσεις της δοθείσας ανίσωσης.   

112  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Είναι:

|x − 1
2| < 4 

 – 4 < x − 1
2 < 4 

 – 4 + 1
2 < x < 4 +  1 

2 

 –  7 
2  < x <  9 

2

β) Ισχύει ότι:

|x + 5| ≥ 3 

 (x + 5 ≤ – 3  ή  x + 5 ≥ 3) 

 (x ≤ – 8  ή  x ≥ – 2)

γ) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών:

Όπως φαίνεται από το σχήμα, οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

– 2 ≤ x <  9 
2    x[−2,  9 

2 ) 

      x΄            – 8                                – 7
2      – 2                                      9 

2           x
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α) Είναι:

|x − 1
2| < 4 

 – 4 < x − 1
2 < 4 

 – 4 + 1
2 < x < 4 +  1 

2 

 –  7 
2  < x <  9 

2

β) Ισχύει ότι:

|x + 5| ≥ 3 

 (x + 5 ≤ – 3  ή  x + 5 ≥ 3) 

 (x ≤ – 8  ή  x ≥ – 2)

γ) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών:

Όπως φαίνεται από το σχήμα, οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

– 2 ≤ x <  9 
2    x[−2,  9 

2 ) 

      x΄            – 8                                – 7
2      – 2                                      9 

2           x

113  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Για κάθε α < 0, ισχύει: 
α + 1

 α  ≤ – 2  α2 + 1 ≥ – 2α  α2 + 2α + 1 ≥ 0  (α + 1)2 ≥ 0, ισχύει 
β) Αφού α < 0 είναι |α| = – α, Τότε: 

|α| + | 1
 α | ≥ 2  – α – 1

 α  ≥ 2   α + 1
 α  ≤ – 2, ισχύει από σκέλος (α) 

114  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Είναι: 

    
 

 

2 4 3 1

2 4 3 1  ή 2 4 3 1

2 4 3 3 ή 2 4 3 3

5 7 ή 1

5  ή 1
7

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

  

        

        

    

     
 

 

β) Ιζτύει όηι: 

 
 

 

3 5 1

2 5 1 ή 3 5 1

3 4 ή 3 6

4  ή 2
3
4, 2,
3

x

x x

x x

x x

x

  

      

   

     
 
      
 

 

γ)  Είναι 7 4 21 20 1 7 40
5 3 15 15 15 5 3
        και 7 7 10 3 72 0 2

5 5 5 5 5
        . Άρα 

ο αριθμός 7
5

 δεν ανήκει ζηο διάζηημα  4, 2,
3

    
 

, οπόηε δεν είναι λύζη 

ηης ανίζωζης ηοσ ερωηήμαηος (β). 

Είναι 41 0
3

   , άρα ο αριθμός 1  ανήκει ζηο διάζηημα  4, 2,
3

    
 

, 

οπόηε είναι λύζη ηης ανίζωζης ηοσ ερωηήμαηος (β). 
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ΤΜ

α) Είναι: 

    
 

 

2 4 3 1

2 4 3 1  ή 2 4 3 1

2 4 3 3 ή 2 4 3 3

5 7 ή 1

5  ή 1
7

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

  

        

        

    

     
 

 

β) Ιζτύει όηι: 

 
 

 

3 5 1

2 5 1 ή 3 5 1

3 4 ή 3 6

4  ή 2
3
4, 2,
3

x

x x

x x

x x

x

  

      

   

     
 
      
 

 

γ)  Είναι 7 4 21 20 1 7 40
5 3 15 15 15 5 3
        και 7 7 10 3 72 0 2

5 5 5 5 5
        . Άρα 

ο αριθμός 7
5

 δεν ανήκει ζηο διάζηημα  4, 2,
3

    
 

, οπόηε δεν είναι λύζη 

ηης ανίζωζης ηοσ ερωηήμαηος (β). 

Είναι 41 0
3

   , άρα ο αριθμός 1  ανήκει ζηο διάζηημα  4, 2,
3

    
 

, 

οπόηε είναι λύζη ηης ανίζωζης ηοσ ερωηήμαηος (β). 

 115  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Προσθέτοσμε κατά μέλη τις ανισώσεις 32 x   και 1 2y   και βρίσκοσμε: 

2 1 3 2 3 5x y x y         . 

β) Πολλαπλασιάζοσμε την ανίσωση 32 x   με 2  και βρίσκοσμε: 

2 2 2 2 3 4 6x x       .     (1) 

Πολλαπλασιάζοσμε την ανίσωση 1 2y   με 3  και βρίσκοσμε: 

( 3) 1 3 ( 3) 2 6 6 3 3y y y                     (2) 

Προσθέτοσμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκοσμε: 

4 6 2 3 6 3 2 2 3 3x y x y         . 

 γ) Ιστύει ότι: 

2 3x   (3)  και  1 1 1 11 2 1 1
2 2

y
y y

           (4) 

Πολλαπλασιάζοσμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκοσμε: 

1 12 3 1 1 3
2

xx
y y

        . 

116  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α)  Για λ = – 1, η εξίσωση γράφεται: 

((– 1)2 – 9)x = (– 1)2 – 3(– 1)  – 8x = 4 

       Για λ = 0, η εξίσωση γράφεται: 

(02 – 9)x = 02 – 3  0  – 9x = 0 

       Για λ = 1, η εξίσωση γράφεται:  

(12 – 9)x = 12 – 3  1  – 8x = – 2 

β) Η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν: 

λ2 – 9 ≠ 0   

 (λ – 3)(λ + 3) ≠ 0   

 (λ – 3 ≠ 0  και  λ + 3 ≠ 0)   

 (λ ≠ 3  και  λ ≠ – 3) 

γ) Για x = 4 η εξίσωση (1) γράφεται: 

(λ2 – 9)  4 = λ2 – 3λ   

 4(λ – 3)(λ + 3) = λ(λ – 3) 
λ≠3
⇔  

 4(λ−3)(λ+3)λ−3 = λ(λ−3)
λ−3   

 4(λ + 3) = λ   

 4λ + 12 = λ   

 3λ = – 12   

 λ = – 4 
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α)  Για λ = – 1, η εξίσωση γράφεται: 

((– 1)2 – 9)x = (– 1)2 – 3(– 1)  – 8x = 4 

       Για λ = 0, η εξίσωση γράφεται: 

(02 – 9)x = 02 – 3  0  – 9x = 0 

       Για λ = 1, η εξίσωση γράφεται:  

(12 – 9)x = 12 – 3  1  – 8x = – 2 

β) Η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν: 

λ2 – 9 ≠ 0   

 (λ – 3)(λ + 3) ≠ 0   

 (λ – 3 ≠ 0  και  λ + 3 ≠ 0)   

 (λ ≠ 3  και  λ ≠ – 3) 

γ) Για x = 4 η εξίσωση (1) γράφεται: 

(λ2 – 9)  4 = λ2 – 3λ   

 4(λ – 3)(λ + 3) = λ(λ – 3) 
λ≠3
⇔  

 4(λ−3)(λ+3)λ−3 = λ(λ−3)
λ−3   

 4(λ + 3) = λ   

 4λ + 12 = λ   

 3λ = – 12   

 λ = – 4 

117  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Η πρόοδος που έχει δοθεί είναι αριθμητική με α1 = 1  και  ω = 1. Τότε: 

Sν =  ν 
2 [2α1 + (ν – 1)ω] = 

=  ν 
2 [2 ∙ 1 + (ν – 1) ∙ 1] = 

=  ν 
2 (2 + ν – 1) = 

=  ν 
2 (1 + ν) = ν+ν2

2  

β) Είναι: 

Sν = 45  ν+ν2

2  = 45  

 ν2 + ν = 45 ∙ 2  

 ν2 + ν – 90 = 0 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι: 

Δ = β2 – 4αγ =12 – 4  1  (– 90) = 1 + 360 = 361 > 0 

και οι ρίζες είναι: 

ν1,2 = −β±√Δ
2α = −1±√361

21 = −1±19
2 = {

−1+19
2 = 9

−1−19
2 = −10

 

Η τιμή ν = – 10 απορρίπτεται. Επομένως πρέπει να χρησιμοποιήσουμε 9 διαδοχικούς θετικούς 

ακέραιους για να πάρουμε άθροισμα τον αριθμό 45. 
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ΤΜ

α) Η πρόοδος που έχει δοθεί είναι αριθμητική με α1 = 1  και  ω = 1. Τότε: 

Sν =  ν 
2 [2α1 + (ν – 1)ω] = 

=  ν 
2 [2 ∙ 1 + (ν – 1) ∙ 1] = 

=  ν 
2 (2 + ν – 1) = 

=  ν 
2 (1 + ν) = ν+ν2

2  

β) Είναι: 

Sν = 45  ν+ν2

2  = 45  

 ν2 + ν = 45 ∙ 2  

 ν2 + ν – 90 = 0 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι: 

Δ = β2 – 4αγ =12 – 4  1  (– 90) = 1 + 360 = 361 > 0 

και οι ρίζες είναι: 

ν1,2 = −β±√Δ
2α = −1±√361

21 = −1±19
2 = {

−1+19
2 = 9

−1−19
2 = −10

 

Η τιμή ν = – 10 απορρίπτεται. Επομένως πρέπει να χρησιμοποιήσουμε 9 διαδοχικούς θετικούς 

ακέραιους για να πάρουμε άθροισμα τον αριθμό 45. 

118  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

| α 
β | + | β 

α | ≥ 2  |α|
|β| + |β|

|α| ≥ 2  |α|2+|β|2

|α|∙|β|  ≥ 2  |α|2 + |β|2 ≥ 2|α||β|  

 |α|2 + |β|2 – 2|α||β| ≥ 0  (|α| – |β|)2 ≥ 0, ισχύει 
β) Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν: 

(|α| – |β|)2 = 0  |α| – |β| = 0  |α| = |β|  (α = β ή α = – β), 
δηλαδή όταν οι αριθμοί είναι ίσοι ή αντίθετοι. 

119  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f είναι: 

Α = (– ∞, 3](3, 10) = (– ∞, 10) 

β) Είναι: 

 f(– 1) = 2 ∙ (– 1) – 5 = – 2 – 5 = – 7 

 f(3) = 2 ∙ 3 – 5 = 6 – 5 = 1 

 f(5) = 52  = 25 

γ)  Για x ≤ 3 είναι: 

f(x) = 25  2x – 5 = 25  

 2x = 30  x = 15, απορρίπτεται 

      Για 3 < x < 10 είναι: 

f(x) = 25  x2 = 25  

 (x = 5  ή  x = – 5, απορρίπτεται)  

 x = 5 

α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f είναι: 

Α = (– ∞, 3](3, 10) = (– ∞, 10) 

β) Είναι: 

 f(– 1) = 2 ∙ (– 1) – 5 = – 2 – 5 = – 7 

 f(3) = 2 ∙ 3 – 5 = 6 – 5 = 1 

 f(5) = 52  = 25 

γ)  Για x ≤ 3 είναι: 

f(x) = 25  2x – 5 = 25  

 2x = 30  x = 15, απορρίπτεται 

      Για 3 < x < 10 είναι: 

f(x) = 25  x2 = 25  

 (x = 5  ή  x = – 5, απορρίπτεται)  

 x = 5 
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120  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

α + 4 α  ≥ 4 
α>0
⇔  α2 + 4 ≥ 4α  α2 – 4α + 4 ≥ 0  (α – 2)2 ≥ 0, το οποίο ισχύει 

β)  Είναι: 

α + 4 α  ≥ 4  (1) 

και όμοια αποδεικνύουμε ότι: 

β + 4 β  ≥ 4  (2) 

Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

(α + 4
 α ) (β +

4
 β ) ≥ 16 

121  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) i) Είναι:

|1 – 2x| < 5  – 5 < 1 – 2x < 5 

 – 5 – 1 < 1 – 2x – 1 < 5 – 1 

 – 6 < – 2x < 4  −6
−2 > −2x

−2 > 4
−2 

 3 > x > – 2  – 2 < x < 3 

ii) Ισχύει ότι:

|1 – 2x| ≥ 1  (1 – 2x ≤ – 1  ή  1 – 2x ≥ 1) 

 (– 2x ≤ – 2  ή  – 2x ≥ 0) 

 (−2x
−2 ≥ −2

−2   ή  −2x
−2 ≤ 0

−2) 

 (x ≥ 1  ή  x ≤ 0)

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των παραπάνω ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί:

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

– 2 < x ≤ 0  ή  1 ≤ x < 3  x(– 2, 0][1, 3)

Οι ακέραιες λύσεις είναι οι:

x = – 1, x = 0, x = 1  και  x = 2 

    –5  –4   –3  –2  –1    0    1    2    3    4    5    6      x
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ΤΜ

α) i) Είναι:

|1 – 2x| < 5  – 5 < 1 – 2x < 5 

 – 5 – 1 < 1 – 2x – 1 < 5 – 1 

 – 6 < – 2x < 4  −6
−2 > −2x

−2 > 4
−2 

 3 > x > – 2  – 2 < x < 3 

ii) Ισχύει ότι:

|1 – 2x| ≥ 1  (1 – 2x ≤ – 1  ή  1 – 2x ≥ 1) 

 (– 2x ≤ – 2  ή  – 2x ≥ 0) 

 (−2x
−2 ≥ −2

−2   ή  −2x
−2 ≤ 0

−2) 

 (x ≥ 1  ή  x ≤ 0)

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των παραπάνω ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί:

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:

– 2 < x ≤ 0  ή  1 ≤ x < 3  x(– 2, 0][1, 3)

Οι ακέραιες λύσεις είναι οι:

x = – 1, x = 0, x = 1  και  x = 2 

    –5  –4   –3  –2  –1    0    1    2    3    4    5    6      x

122  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

 √20 = √4 ∙ 5 = √4 ∙ √5 = 2√5  2  2,24 = 4,48 

 √45 = √9 ∙ 5 = √9 ∙ √5 = 3√5  3  2,24 = 6,72 

 √80 = √16 ∙ 5 = √16 ∙ √5 = 4√5  4  2,24 = 8,96 

β) Ισχύει ότι: 
3√20+√80
√45−√5 = 3∙2√5+4√5

3√5−√5 = 10√5
2√5  = 5 

123  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Πρέπει: 

(x – 4 ≥ 0  και  x + 1 ≥ 0)  (x ≥ 4  και  x ≥ – 1)  x ≥ 4  x[4, +) 
β) Είναι: 

Α = (√x − 4 + √x + 1)(√x − 4 − √x + 1) = (√x − 4)2 − (√x + 1)2 = 
= x – 4 – (x + 1) = x – 4 – x – 1 = – 5 

124  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

3 < √303  < 4  √333 < √303 < √433   √273 < √303 < √643   
 27 < 30 < 64, το οποίο ισχύει 

β) Έστω ότι  √303  < 6 – √303 . Τότε: 
√303  < 6 – √303   2√303  < 6  √303  < 3  (√303 )3

 < 33  30 < 27, άτοπο 
    Άρα √303  > 6 – √303 . 
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125  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Πρέπει: 

(x – 4 ≥ 0  και  6 – x ≥ 0)  (x ≥ 4  και  – x ≥ – 6)  (x ≥ 4  και  x ≤ 6)  
 4 ≤ x ≤ 6  x[4, 6] 

β) Για x = 5, είναι: 
Α = √5 − 4 + √6 − 5 = √1 + √1 = 1 + 1 = 2 

Τότε: 
Α2 + Α – 6 = 22 + 2 – 6 = 4 + 2 – 6 = 0 

126  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Πρέπει: 

(x2 + 4 ≥ 0  και  x – 4 ≥ 0)  (xℝ  και  x ≥ 4)  x ≥ 4  x[4, +) 
β) Για x = 4, είναι: 

Α = √42 + 4 − √4 − 4 = √16 + 4 − √0 = √20 
Τότε: 

Α2 – A = √202 − √20 = 20 −√4 ∙ 5 = 20 − √4 ∙ √5 = 
= 20 – 2√5 = 2(10 − √5) 

127  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Πρέπει: 

(1 – x ≥ 0  και  x4 ≥ 0)  (– x ≥ – 1  και  xℝ)  x ≤ 1  x(– , 1] 
β) Για x = – 3, είναι: 

Α = √1 − (−3) − √(−3)44 = √1 + 3 − √344 = √4 − 3 = 2 – 3 = – 1  
Τότε: 

Α3 + A2 + A + 1 = (– 1)3 + (– 1)2 + (– 1) + 1 = – 1 + 1 – 1 + 1 = 0 

128  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Πρέπει: 
(x – 2)5 ≥ 0  x – 2 ≥ 0  x ≥ 2  x[2, +) 

β) Για x = 4, είναι: 
B = √(4 − 2)55 = √255  = 2  

Τότε: 
Β2 + 6Β = 22 + 62 = 4 + 12 = 16 = 24 = B4 

129  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

Α – Β = (√2)6 − (√23 )6 = [(√2)2]
3
− [(√23 )3]

2
= 

= 23 – 22 = 8 – 4 = 4 
β) Ισχύει ότι: 

1 < 2  √13 < √23   1< √23   (1) 
και 

Α – Β = 4 > 0  Α > Β  (√2)6> (√23 )6 √2 > √23   (2) 
Από τις ανισώσεις (1) και (2) βρίσκουμε: 

1 < √23  < √2 
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ΤΜ

α) Είναι: 

Α – Β = (√2)6 − (√23 )6 = [(√2)2]
3
− [(√23 )3]

2
= 

= 23 – 22 = 8 – 4 = 4 
β) Ισχύει ότι: 

1 < 2  √13 < √23   1< √23   (1) 
και 

Α – Β = 4 > 0  Α > Β  (√2)6> (√23 )6 √2 > √23   (2) 
Από τις ανισώσεις (1) και (2) βρίσκουμε: 

1 < √23  < √2 

130   ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

|x + 1| < 2   

 – 2 < x + 1 < 2  

 – 2 – 1 < x + 1 – 1 < 2 – 1  

 – 3 < x < 1  x(– 3, 1) 

β) Από το σκέλος (α) ισχύει ότι: 

– 3 < x < 1   

 (– 3 < x  και  x < 1)  

 (0 < x + 3  και  x – 1 < 0) 

Άρα: 

|x + 3| = x + 3   και   |x – 1| = – (x – 1) = 1 – x 

Τότε: 

K = |x+3|+|x−1|
4 = x+3+1−x

4 =  4 
4  = 1 

 131  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

1 < x < 4  (1 < x  και  x < 4)  (0 < x – 1  και  x < 4) 
Άρα |x – 1| = x – 1  
Ισχύει ακόμη ότι: 

2 < y < 3  (2 < y  και  y < 3)  (2 < y  και  y – 3 < 0) 
Άρα |y – 3| =  – (y – 3) = 3 – y   
Τότε: 

Α = |x – 1| + |y – 3| = x – 1 + 3 – y = x – y + 2 
β) Είναι   1 < x < 4  (1)  και: 

2 < y < 3  – 2 > – y > – 3  – 3 < – y < – 2   
 – 3 + 2 < – y + 2 < – 2 + 2  – 1 < – y + 2 < 0  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 
1 – 1 < x – y + 2 < 0 + 4  0 < x – y + 2 < 4 
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α) Είναι: 
1 < x < 4  (1 < x  και  x < 4)  (0 < x – 1  και  x < 4) 

Άρα |x – 1| = x – 1  
Ισχύει ακόμη ότι: 

2 < y < 3  (2 < y  και  y < 3)  (2 < y  και  y – 3 < 0) 
Άρα |y – 3| =  – (y – 3) = 3 – y   
Τότε: 

Α = |x – 1| + |y – 3| = x – 1 + 3 – y = x – y + 2 
β) Είναι   1 < x < 4  (1)  και: 

2 < y < 3  – 2 > – y > – 3  – 3 < – y < – 2   
 – 3 + 2 < – y + 2 < – 2 + 2  – 1 < – y + 2 < 0  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 
1 – 1 < x – y + 2 < 0 + 4  0 < x – y + 2 < 4 

132  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο x2 – 5x + 6  έχει α = 1, β = – 5, γ = 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  6 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3

5−1
2 = 2

 

Τότε: 

x2 – 5x + 6 = (x – 2)(x – 3) 

β) i) Πρέπει: 

x2 – 5x + 6 ≠ 0  (x – 2)(x – 3) ≠ 0  

 (x – 2 ≠ 0  και  x – 3 ≠ 0)  

 (x ≠ 2  και  x ≠ 3) 

    Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = R−{2, 3}. 
ii) Ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = x−2
x2−5x+6 =

x−2
(x−2)(x−3) =

1
x−3 

133   ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Από το γράφημα συμπεραίνουμε ότι το σημείο τομής των ευθειών είναι κατ’ εκτίμηση το     
Α(100, 500).  
Η ερμηνεία του είναι η εξής:  
Αν η εταιρεία πουλήσει 100 λίτρα λάδι τα έσοδα και τα έξοδά της είναι 500 ευρώ, δηλαδή δεν έχει 
ούτε κέρδος ούτε ζημιά. 

β) Τα πάγια έξοδα της εταιρείας είναι 200 ευρώ, διότι Κ(0) = 200. Δηλαδή ακόμα κι αν δεν παραχθεί 
λάδι (x = 0), υπάρχουν έξοδα. 

γ) Για να μην έχει η εταιρεία ζημιά πρέπει τα έσοδα να είναι ίσα με τα έξοδα ή μεγαλύτερα από 
αυτά. Από το γράφημα συμπεραίνουμε ότι αυτό συμβαίνει για παραγωγή x ≥ 100 λίτρων λαδιού.  

δ) Έστω y = αx η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας (ε) που περιγράφει τη συνάρτηση εσόδων Ε(x). Η 
ευθεία αυτή διέρχεται από το σημείο A(200, 1000), οπότε: 

1000 = 200α  α = 5 

Τελικά η ευθεία (ε) έχει εξίσωση: 

y = 5x  

και η συνάρτηση των εσόδων είναι η Ε(x) = 5x, x ≥ 0 

Έστω y = α1x + β1 η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας (ε1) που περιγράφει τη συνάρτηση εξόδων Κ(x). 
Η ευθεία (ε1) διέρχεται από τα σημεία Β(0, 200) και Γ(200, 800) οπότε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
τον: 

α1 = 


= 


 = 3 

Τότε η ευθεία (ε1) γράφεται: 

y = 3x + β1 

Επειδή η ευθεία (ε1) διέρχεται από το Β (0, 200) οι συντεταγμένες του την επαληθεύουν, οπότε: 

200 = 0 + β1 β1 = 200 

Τελικά η ευθεία (ε1) έχει εξίσωση: 

y = 3x + 200  

και η συνάρτηση των εξόδων είναι η Κ(x) = 3x + 200, x ≥ 0 

Για να μην έχει η εταιρεία ζημιά πρέπει: 

Ε(x) ≥ K(x)   

5x ≥ 3x + 200   

2x ≥ 200   

x ≥ 100  

Επομένως, η εκτίμηση που κάναμε στο σκέλος (γ) ήταν σωστή. 
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ΤΜ

α) Από το γράφημα συμπεραίνουμε ότι το σημείο τομής των ευθειών είναι κατ’ εκτίμηση το     
Α(100, 500).  
Η ερμηνεία του είναι η εξής:  
Αν η εταιρεία πουλήσει 100 λίτρα λάδι τα έσοδα και τα έξοδά της είναι 500 ευρώ, δηλαδή δεν έχει 
ούτε κέρδος ούτε ζημιά. 

β) Τα πάγια έξοδα της εταιρείας είναι 200 ευρώ, διότι Κ(0) = 200. Δηλαδή ακόμα κι αν δεν παραχθεί 
λάδι (x = 0), υπάρχουν έξοδα. 

γ) Για να μην έχει η εταιρεία ζημιά πρέπει τα έσοδα να είναι ίσα με τα έξοδα ή μεγαλύτερα από 
αυτά. Από το γράφημα συμπεραίνουμε ότι αυτό συμβαίνει για παραγωγή x ≥ 100 λίτρων λαδιού.  

δ) Έστω y = αx η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας (ε) που περιγράφει τη συνάρτηση εσόδων Ε(x). Η 
ευθεία αυτή διέρχεται από το σημείο A(200, 1000), οπότε: 

1000 = 200α  α = 5 

Τελικά η ευθεία (ε) έχει εξίσωση: 

y = 5x  

και η συνάρτηση των εσόδων είναι η Ε(x) = 5x, x ≥ 0 

Έστω y = α1x + β1 η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας (ε1) που περιγράφει τη συνάρτηση εξόδων Κ(x). 
Η ευθεία (ε1) διέρχεται από τα σημεία Β(0, 200) και Γ(200, 800) οπότε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
τον: 

α1 = 


= 


 = 3 

Τότε η ευθεία (ε1) γράφεται: 

y = 3x + β1 

Επειδή η ευθεία (ε1) διέρχεται από το Β (0, 200) οι συντεταγμένες του την επαληθεύουν, οπότε: 

200 = 0 + β1 β1 = 200 

Τελικά η ευθεία (ε1) έχει εξίσωση: 

y = 3x + 200  

και η συνάρτηση των εξόδων είναι η Κ(x) = 3x + 200, x ≥ 0 

Για να μην έχει η εταιρεία ζημιά πρέπει: 

Ε(x) ≥ K(x)   

5x ≥ 3x + 200   

2x ≥ 200   

x ≥ 100  

Επομένως, η εκτίμηση που κάναμε στο σκέλος (γ) ήταν σωστή. 

134   ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Επειδή το πλήθος των καθισμάτων κάθε σειράς αυξάνει καθώς ανεβαίνουμε από σειρά σε σειρά, 
κατά τον ίδιο πάντα αριθμό καθισμάτων ω, οι αριθμοί που εκφράζουν το πλήθος των καθισμάτων 
κάθε σειράς είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου (αν), με α1 = 16 και διαφορά ω. 

Είναι: 

α7 = 28     

 α1 + (7 – 1)ω = 28    

     16 + 6ω = 28    

6ω = 12   

 ω = 2 

Άρα α1 = 16  και  ω = 2. 

β) Έχουμε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω    

αν = 16 + (ν – 1)2   

αν = 16 + 2ν – 2    

αν = 14 + 2ν,     με 1 ≤ ν ≤ 20 

γ) Το πλήθος των καθισμάτων του θεάτρου είναι: 

S20 = 


[2α1 + (20 – 1)ω]    

S20 = 10(2 ∙ 16 + 19 ∙ 2)   

S20 = 10(32 + 38)   

S20 = 10 ∙ 70   

S20 = 700 

δ) Ο αριθμός των κενών καθισμάτων σε κάθε σειρά είναι αριθμητική πρόοδος (βν) με β1 = 6 και ω΄= 
3. Ο ν – οστός όρος που εκφράζει το πλήθος των κενών καθισμάτων είναι: 

βν = β1 + (ν – 1)ω΄  

βν = 6 + (ν – 1)3  

βν = 6 + 3ν – 3  

βν = 3 + 3ν, με 1 ≤ ν ≤ 11 (διότι τα κενά καθίσματα δεν μπορεί να είναι περισσότερα από τα 
καθίσματα της κάθε σειράς. Δηλαδή πρέπει  βν ≤ αν  ν ≤ 11) 

i) Όλα τα καθίσματα της ν-οστής σειράς θα είναι κενά, όταν: 

βν = αν   

3 + 3ν = 14 + 2ν  

 ν = 11 

Άρα από την 11η  σειρά μέχρι και την 20η όλα τα καθίσματα του θεάτρου είναι κενά. 
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α) Από το γράφημα συμπεραίνουμε ότι το σημείο τομής των ευθειών είναι κατ’ εκτίμηση το     
Α(100, 500).  
Η ερμηνεία του είναι η εξής:  
Αν η εταιρεία πουλήσει 100 λίτρα λάδι τα έσοδα και τα έξοδά της είναι 500 ευρώ, δηλαδή δεν έχει 
ούτε κέρδος ούτε ζημιά. 

β) Τα πάγια έξοδα της εταιρείας είναι 200 ευρώ, διότι Κ(0) = 200. Δηλαδή ακόμα κι αν δεν παραχθεί 
λάδι (x = 0), υπάρχουν έξοδα. 

γ) Για να μην έχει η εταιρεία ζημιά πρέπει τα έσοδα να είναι ίσα με τα έξοδα ή μεγαλύτερα από 
αυτά. Από το γράφημα συμπεραίνουμε ότι αυτό συμβαίνει για παραγωγή x ≥ 100 λίτρων λαδιού.  

δ) Έστω y = αx η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας (ε) που περιγράφει τη συνάρτηση εσόδων Ε(x). Η 
ευθεία αυτή διέρχεται από το σημείο A(200, 1000), οπότε: 

1000 = 200α  α = 5 

Τελικά η ευθεία (ε) έχει εξίσωση: 

y = 5x  

και η συνάρτηση των εσόδων είναι η Ε(x) = 5x, x ≥ 0 

Έστω y = α1x + β1 η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας (ε1) που περιγράφει τη συνάρτηση εξόδων Κ(x). 
Η ευθεία (ε1) διέρχεται από τα σημεία Β(0, 200) και Γ(200, 800) οπότε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
τον: 

α1 = 


= 


 = 3 

Τότε η ευθεία (ε1) γράφεται: 

y = 3x + β1 

Επειδή η ευθεία (ε1) διέρχεται από το Β (0, 200) οι συντεταγμένες του την επαληθεύουν, οπότε: 

200 = 0 + β1 β1 = 200 

Τελικά η ευθεία (ε1) έχει εξίσωση: 

y = 3x + 200  

και η συνάρτηση των εξόδων είναι η Κ(x) = 3x + 200, x ≥ 0 

Για να μην έχει η εταιρεία ζημιά πρέπει: 

Ε(x) ≥ K(x)   

5x ≥ 3x + 200   

2x ≥ 200   

x ≥ 100  

Επομένως, η εκτίμηση που κάναμε στο σκέλος (γ) ήταν σωστή. 
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α) Επειδή το πλήθος των καθισμάτων κάθε σειράς αυξάνει καθώς ανεβαίνουμε από σειρά σε σειρά, 
κατά τον ίδιο πάντα αριθμό καθισμάτων ω, οι αριθμοί που εκφράζουν το πλήθος των καθισμάτων 
κάθε σειράς είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου (αν), με α1 = 16 και διαφορά ω. 

Είναι: 

α7 = 28     

 α1 + (7 – 1)ω = 28    

     16 + 6ω = 28    

6ω = 12   

 ω = 2 

Άρα α1 = 16  και  ω = 2. 

β) Έχουμε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω    

αν = 16 + (ν – 1)2   

αν = 16 + 2ν – 2    

αν = 14 + 2ν,     με 1 ≤ ν ≤ 20 

γ) Το πλήθος των καθισμάτων του θεάτρου είναι: 

S20 = 


[2α1 + (20 – 1)ω]    

S20 = 10(2 ∙ 16 + 19 ∙ 2)   

S20 = 10(32 + 38)   

S20 = 10 ∙ 70   

S20 = 700 

δ) Ο αριθμός των κενών καθισμάτων σε κάθε σειρά είναι αριθμητική πρόοδος (βν) με β1 = 6 και ω΄= 
3. Ο ν – οστός όρος που εκφράζει το πλήθος των κενών καθισμάτων είναι: 

βν = β1 + (ν – 1)ω΄  

βν = 6 + (ν – 1)3  

βν = 6 + 3ν – 3  

βν = 3 + 3ν, με 1 ≤ ν ≤ 11 (διότι τα κενά καθίσματα δεν μπορεί να είναι περισσότερα από τα 
καθίσματα της κάθε σειράς. Δηλαδή πρέπει  βν ≤ αν  ν ≤ 11) 

i) Όλα τα καθίσματα της ν-οστής σειράς θα είναι κενά, όταν: 

βν = αν   

3 + 3ν = 14 + 2ν  

 ν = 11 

Άρα από την 11η  σειρά μέχρι και την 20η όλα τα καθίσματα του θεάτρου είναι κενά. 

α) Επειδή το πλήθος των καθισμάτων κάθε σειράς αυξάνει καθώς ανεβαίνουμε από σειρά σε σειρά, 
κατά τον ίδιο πάντα αριθμό καθισμάτων ω, οι αριθμοί που εκφράζουν το πλήθος των καθισμάτων 
κάθε σειράς είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου (αν), με α1 = 16 και διαφορά ω. 

Είναι: 

α7 = 28     

 α1 + (7 – 1)ω = 28    

     16 + 6ω = 28    

6ω = 12   

 ω = 2 

Άρα α1 = 16  και  ω = 2. 

β) Έχουμε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω    

αν = 16 + (ν – 1)2   

αν = 16 + 2ν – 2    

αν = 14 + 2ν,     με 1 ≤ ν ≤ 20 

γ) Το πλήθος των καθισμάτων του θεάτρου είναι: 

S20 = 


[2α1 + (20 – 1)ω]    

S20 = 10(2 ∙ 16 + 19 ∙ 2)   

S20 = 10(32 + 38)   

S20 = 10 ∙ 70   

S20 = 700 

δ) Ο αριθμός των κενών καθισμάτων σε κάθε σειρά είναι αριθμητική πρόοδος (βν) με β1 = 6 και ω΄= 
3. Ο ν – οστός όρος που εκφράζει το πλήθος των κενών καθισμάτων είναι: 

βν = β1 + (ν – 1)ω΄  

βν = 6 + (ν – 1)3  

βν = 6 + 3ν – 3  

βν = 3 + 3ν, με 1 ≤ ν ≤ 11 (διότι τα κενά καθίσματα δεν μπορεί να είναι περισσότερα από τα 
καθίσματα της κάθε σειράς. Δηλαδή πρέπει  βν ≤ αν  ν ≤ 11) 

i) Όλα τα καθίσματα της ν-οστής σειράς θα είναι κενά, όταν: 

βν = αν   

3 + 3ν = 14 + 2ν  

 ν = 11 

Άρα από την 11η  σειρά μέχρι και την 20η όλα τα καθίσματα του θεάτρου είναι κενά. 
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ΤΜ

α) Επειδή το πλήθος των καθισμάτων κάθε σειράς αυξάνει καθώς ανεβαίνουμε από σειρά σε σειρά, 
κατά τον ίδιο πάντα αριθμό καθισμάτων ω, οι αριθμοί που εκφράζουν το πλήθος των καθισμάτων 
κάθε σειράς είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου (αν), με α1 = 16 και διαφορά ω. 

Είναι: 

α7 = 28     

 α1 + (7 – 1)ω = 28    

     16 + 6ω = 28    

6ω = 12   

 ω = 2 

Άρα α1 = 16  και  ω = 2. 

β) Έχουμε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω    

αν = 16 + (ν – 1)2   

αν = 16 + 2ν – 2    

αν = 14 + 2ν,     με 1 ≤ ν ≤ 20 

γ) Το πλήθος των καθισμάτων του θεάτρου είναι: 

S20 = 


[2α1 + (20 – 1)ω]    

S20 = 10(2 ∙ 16 + 19 ∙ 2)   

S20 = 10(32 + 38)   

S20 = 10 ∙ 70   

S20 = 700 

δ) Ο αριθμός των κενών καθισμάτων σε κάθε σειρά είναι αριθμητική πρόοδος (βν) με β1 = 6 και ω΄= 
3. Ο ν – οστός όρος που εκφράζει το πλήθος των κενών καθισμάτων είναι: 

βν = β1 + (ν – 1)ω΄  

βν = 6 + (ν – 1)3  

βν = 6 + 3ν – 3  

βν = 3 + 3ν, με 1 ≤ ν ≤ 11 (διότι τα κενά καθίσματα δεν μπορεί να είναι περισσότερα από τα 
καθίσματα της κάθε σειράς. Δηλαδή πρέπει  βν ≤ αν  ν ≤ 11) 

i) Όλα τα καθίσματα της ν-οστής σειράς θα είναι κενά, όταν: 

βν = αν   

3 + 3ν = 14 + 2ν  

 ν = 11 

Άρα από την 11η  σειρά μέχρι και την 20η όλα τα καθίσματα του θεάτρου είναι κενά. 

ii) Το πλήθος των κενών καθισμάτων στις 10 πρώτες σειρές είναι: 

S΄10 = 


[2β1 + (10 – 1)ω΄]  

 S΄10 = 5(2 ∙ 6 + 9 ∙ 3)  

S΄10 = 5(12 + 27)   

S΄10 = 5 ∙ 39  

S΄10 = 195 

Το πλήθος των καθισμάτων στις 10 πρώτες σειρές είναι: 

S10 = 


[2α1 + (10 – 1)ω]   

S10 = 5(2 ∙ 16 + 9 ∙ 2)  

S10 = 5(32 + 18)  

S10 = 5 ∙ 50   

S10 = 250 

Ο αριθμός των θεατών που κάθονται στις 10 πρώτες σειρές είναι: 

S10 – S΄10 = 250 – 195 = 55 

Αυτός είναι και ο συνολικός αριθμός των θεατών αφού από την 11η σειρά και μετά τα καθίσματα 
είναι κενά. 

135   ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η εξίσωση είναι 1ου  βαθμού όταν 

8 – λ = 0  λ = 8 

β) Από το α) ερώτημα προκύπτει ότι η εξίσωση είναι  2ου  βαθμού για λ ≠ 8. Για να έχει η εξίσωση 
αυτή μια διπλή ρίζα πρέπει: 

  Δ = 0   

 [– 2(λ – 2)]2 – 4  (8 – λ)  1 = 0   

4(λ – 2)2 – 4(8 – λ) = 0    

4(λ2 – 4λ + 4) – 32 + 4λ = 0    

4λ2 – 16λ + 16 – 32 + 4λ = 0    

4λ2 – 12λ – 16 = 0    

λ2 – 3λ – 4 = 0 

Το τριώνυμο λ2 – 3λ – 4 έχει διακρίνουσα Δ’ = 25 και ρίζες τις  

λ1,2 = β±√Δα
= ()±√ = ± =   = 4 = −1 

 Για λ = 4 η εξίσωση γράφεται: 

(8 – 4)x2 – 2(4 – 2)x + 1 = 0  

 4x2 – 4x + 1 = 0  

που έχει διπλή ρίζα την   x = 


-β -(-4) 4 1= = =
2α 2 4 8 2

  

 Για λ = – 1 η εξίσωση γράφεται: 

(8 + 1)x2 – 2(– 1 – 2)x + 1 = 0   

9x2 + 6x + 1 = 0  

που έχει διπλή ρίζα την   x = 


-β -6 1= = -
2α 2 9 3

  

 

γ) Για λ = 4 το τριώνυμο γράφεται: 

(8 – 4)x2 – 2(4 – 2)x + 1 = 4x2 – 4x + 1 = (2x – 1)2  0,  

δηλαδή μη αρνητικό για κάθε πραγματικό αριθμό x.  

Για λ = – 1 το τριώνυμο γράφεται: 

(8 + 1)x2 – 2(– 1 – 2)x + 1 = 9x2 + 6x + 1 = (3x + 1)2  0 

δηλαδή μη αρνητικό για κάθε πραγματικό αριθμό x. 
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α) Επειδή το πλήθος των καθισμάτων κάθε σειράς αυξάνει καθώς ανεβαίνουμε από σειρά σε σειρά, 
κατά τον ίδιο πάντα αριθμό καθισμάτων ω, οι αριθμοί που εκφράζουν το πλήθος των καθισμάτων 
κάθε σειράς είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου (αν), με α1 = 16 και διαφορά ω. 

Είναι: 

α7 = 28     

 α1 + (7 – 1)ω = 28    

     16 + 6ω = 28    

6ω = 12   

 ω = 2 

Άρα α1 = 16  και  ω = 2. 

β) Έχουμε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω    

αν = 16 + (ν – 1)2   

αν = 16 + 2ν – 2    

αν = 14 + 2ν,     με 1 ≤ ν ≤ 20 

γ) Το πλήθος των καθισμάτων του θεάτρου είναι: 

S20 = 


[2α1 + (20 – 1)ω]    

S20 = 10(2 ∙ 16 + 19 ∙ 2)   

S20 = 10(32 + 38)   

S20 = 10 ∙ 70   

S20 = 700 

δ) Ο αριθμός των κενών καθισμάτων σε κάθε σειρά είναι αριθμητική πρόοδος (βν) με β1 = 6 και ω΄= 
3. Ο ν – οστός όρος που εκφράζει το πλήθος των κενών καθισμάτων είναι: 

βν = β1 + (ν – 1)ω΄  

βν = 6 + (ν – 1)3  

βν = 6 + 3ν – 3  

βν = 3 + 3ν, με 1 ≤ ν ≤ 11 (διότι τα κενά καθίσματα δεν μπορεί να είναι περισσότερα από τα 
καθίσματα της κάθε σειράς. Δηλαδή πρέπει  βν ≤ αν  ν ≤ 11) 

i) Όλα τα καθίσματα της ν-οστής σειράς θα είναι κενά, όταν: 

βν = αν   

3 + 3ν = 14 + 2ν  

 ν = 11 

Άρα από την 11η  σειρά μέχρι και την 20η όλα τα καθίσματα του θεάτρου είναι κενά. 

ii) Το πλήθος των κενών καθισμάτων στις 10 πρώτες σειρές είναι: 

S΄10 = 


[2β1 + (10 – 1)ω΄]  

 S΄10 = 5(2 ∙ 6 + 9 ∙ 3)  

S΄10 = 5(12 + 27)   

S΄10 = 5 ∙ 39  

S΄10 = 195 

Το πλήθος των καθισμάτων στις 10 πρώτες σειρές είναι: 

S10 = 


[2α1 + (10 – 1)ω]   

S10 = 5(2 ∙ 16 + 9 ∙ 2)  

S10 = 5(32 + 18)  

S10 = 5 ∙ 50   

S10 = 250 

Ο αριθμός των θεατών που κάθονται στις 10 πρώτες σειρές είναι: 

S10 – S΄10 = 250 – 195 = 55 

Αυτός είναι και ο συνολικός αριθμός των θεατών αφού από την 11η σειρά και μετά τα καθίσματα 
είναι κενά. 
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α) Η εξίσωση είναι 1ου  βαθμού όταν 

8 – λ = 0  λ = 8 

β) Από το α) ερώτημα προκύπτει ότι η εξίσωση είναι  2ου  βαθμού για λ ≠ 8. Για να έχει η εξίσωση 
αυτή μια διπλή ρίζα πρέπει: 

  Δ = 0   

 [– 2(λ – 2)]2 – 4  (8 – λ)  1 = 0   

4(λ – 2)2 – 4(8 – λ) = 0    

4(λ2 – 4λ + 4) – 32 + 4λ = 0    

4λ2 – 16λ + 16 – 32 + 4λ = 0    

4λ2 – 12λ – 16 = 0    

λ2 – 3λ – 4 = 0 

Το τριώνυμο λ2 – 3λ – 4 έχει διακρίνουσα Δ’ = 25 και ρίζες τις  

λ1,2 = β±√Δα
= ()±√ = ± =   = 4 = −1 

 Για λ = 4 η εξίσωση γράφεται: 

(8 – 4)x2 – 2(4 – 2)x + 1 = 0  

 4x2 – 4x + 1 = 0  

που έχει διπλή ρίζα την   x = 


-β -(-4) 4 1= = =
2α 2 4 8 2

  

 Για λ = – 1 η εξίσωση γράφεται: 

(8 + 1)x2 – 2(– 1 – 2)x + 1 = 0   

9x2 + 6x + 1 = 0  

που έχει διπλή ρίζα την   x = 


-β -6 1= = -
2α 2 9 3

  

 

γ) Για λ = 4 το τριώνυμο γράφεται: 

(8 – 4)x2 – 2(4 – 2)x + 1 = 4x2 – 4x + 1 = (2x – 1)2  0,  

δηλαδή μη αρνητικό για κάθε πραγματικό αριθμό x.  

Για λ = – 1 το τριώνυμο γράφεται: 

(8 + 1)x2 – 2(– 1 – 2)x + 1 = 9x2 + 6x + 1 = (3x + 1)2  0 

δηλαδή μη αρνητικό για κάθε πραγματικό αριθμό x. 

 

α) Η εξίσωση είναι 1ου  βαθμού όταν 

8 – λ = 0  λ = 8 

β) Από το α) ερώτημα προκύπτει ότι η εξίσωση είναι  2ου  βαθμού για λ ≠ 8. Για να έχει η εξίσωση 
αυτή μια διπλή ρίζα πρέπει: 

  Δ = 0   

 [– 2(λ – 2)]2 – 4  (8 – λ)  1 = 0   

4(λ – 2)2 – 4(8 – λ) = 0    

4(λ2 – 4λ + 4) – 32 + 4λ = 0    

4λ2 – 16λ + 16 – 32 + 4λ = 0    

4λ2 – 12λ – 16 = 0    

λ2 – 3λ – 4 = 0 

Το τριώνυμο λ2 – 3λ – 4 έχει διακρίνουσα Δ’ = 25 και ρίζες τις  

λ1,2 = β±√Δα
= ()±√ = ± =   = 4 = −1 

 Για λ = 4 η εξίσωση γράφεται: 

(8 – 4)x2 – 2(4 – 2)x + 1 = 0  

 4x2 – 4x + 1 = 0  

που έχει διπλή ρίζα την   x = 


-β -(-4) 4 1= = =
2α 2 4 8 2

  

 Για λ = – 1 η εξίσωση γράφεται: 

(8 + 1)x2 – 2(– 1 – 2)x + 1 = 0   

9x2 + 6x + 1 = 0  

που έχει διπλή ρίζα την   x = 


-β -6 1= = -
2α 2 9 3

  

 

γ) Για λ = 4 το τριώνυμο γράφεται: 

(8 – 4)x2 – 2(4 – 2)x + 1 = 4x2 – 4x + 1 = (2x – 1)2  0,  

δηλαδή μη αρνητικό για κάθε πραγματικό αριθμό x.  

Για λ = – 1 το τριώνυμο γράφεται: 

(8 + 1)x2 – 2(– 1 – 2)x + 1 = 9x2 + 6x + 1 = (3x + 1)2  0 

δηλαδή μη αρνητικό για κάθε πραγματικό αριθμό x. 
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α) Επειδή το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το ℝ – {– 2, 1} οι αριθμοί – 2 και 1 αποτελούν 
ρίζες του τριωνύμου του παρονομαστή. Τότε πρέπει: 

1 + κ + λ = 0 (1)  και  4 – 2κ + λ = 0  (2) 

Αφαιρούμε κατά μέλη τις (1), (2) και βρίσκουμε: 

3 – 3κ = 0  3κ = 3  κ = 1 

Αντικαθιστούμε την τιμή κ = 1 στην ισότητα (1) και βρίσκουμε: 

1 + 1 + λ = 0  λ = – 2 

β) i) Για κ = 1 και λ = – 2 ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   

Το τριώνυμο x2 + x – 2 έχει διακρίνουσα Δ = 9 και ρίζες τις: 

x1,2 = β±√Δα
= ±√ = ± =   = 1 = −2 

Τότε ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   = (x + 1)(x – 2) 

ii) Οι ρίζες της εξίσωσης g(x) = 0 είναι οι x1 = – 1 και x2 = 2.  

Τότε το πρόσημο της g για xℝ – {– 2, 1} είναι: 

 g(x) < 0  x(– 1, 1)(1, 2) 

 g(x) > 0  x(– , – 2)(– 2, – 1)(2, +) 

 

Συνεπώς, όταν α(– 1, 1)(1, 2), g(α) < 0. Επίσης όταν α(– 1, 1)(1, 2), το (α + 3) (2, 4)(4, 5), 
οπότε g(α + 3) > 0.  

Άρα g(α + 3) > g(α). 

α) Επειδή το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το ℝ – {– 2, 1} οι αριθμοί – 2 και 1 αποτελούν 
ρίζες του τριωνύμου του παρονομαστή. Τότε πρέπει: 

1 + κ + λ = 0 (1)  και  4 – 2κ + λ = 0  (2) 

Αφαιρούμε κατά μέλη τις (1), (2) και βρίσκουμε: 

3 – 3κ = 0  3κ = 3  κ = 1 

Αντικαθιστούμε την τιμή κ = 1 στην ισότητα (1) και βρίσκουμε: 

1 + 1 + λ = 0  λ = – 2 

β) i) Για κ = 1 και λ = – 2 ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   

Το τριώνυμο x2 + x – 2 έχει διακρίνουσα Δ = 9 και ρίζες τις: 

x1,2 = β±√Δα
= ±√ = ± =   = 1 = −2 

Τότε ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   = (x + 1)(x – 2) 

ii) Οι ρίζες της εξίσωσης g(x) = 0 είναι οι x1 = – 1 και x2 = 2.  

Τότε το πρόσημο της g για xℝ – {– 2, 1} είναι: 

 g(x) < 0  x(– 1, 1)(1, 2) 

 g(x) > 0  x(– , – 2)(– 2, – 1)(2, +) 

 

Συνεπώς, όταν α(– 1, 1)(1, 2), g(α) < 0. Επίσης όταν α(– 1, 1)(1, 2), το (α + 3) (2, 4)(4, 5), 
οπότε g(α + 3) > 0.  

Άρα g(α + 3) > g(α). 
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α) Επειδή το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το ℝ – {– 2, 1} οι αριθμοί – 2 και 1 αποτελούν 
ρίζες του τριωνύμου του παρονομαστή. Τότε πρέπει: 

1 + κ + λ = 0 (1)  και  4 – 2κ + λ = 0  (2) 

Αφαιρούμε κατά μέλη τις (1), (2) και βρίσκουμε: 

3 – 3κ = 0  3κ = 3  κ = 1 

Αντικαθιστούμε την τιμή κ = 1 στην ισότητα (1) και βρίσκουμε: 

1 + 1 + λ = 0  λ = – 2 

β) i) Για κ = 1 και λ = – 2 ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   

Το τριώνυμο x2 + x – 2 έχει διακρίνουσα Δ = 9 και ρίζες τις: 

x1,2 = β±√Δα
= ±√ = ± =   = 1 = −2 

Τότε ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   = (x + 1)(x – 2) 

ii) Οι ρίζες της εξίσωσης g(x) = 0 είναι οι x1 = – 1 και x2 = 2. Τότε το πρόσημο της g για xℝ – {– 2, 1} 
είναι: 

 g(x) < 0  x(– 1, 1)(1, 2) 

 g(x) > 0  x(– , – 2)(– 2, – 1)(2, +) 

Επειδή α, β(– 1, 1)(1, 2), προκύπτει ότι g(α) < 0 και g(β) < 0. 

Τελικά g(α)g(β) > 0. 

 

 

 

α) Επειδή το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το ℝ – {– 2, 1} οι αριθμοί – 2 και 1 αποτελούν 
ρίζες του τριωνύμου του παρονομαστή. Τότε πρέπει: 

1 + κ + λ = 0 (1)  και  4 – 2κ + λ = 0  (2) 

Αφαιρούμε κατά μέλη τις (1), (2) και βρίσκουμε: 

3 – 3κ = 0  3κ = 3  κ = 1 

Αντικαθιστούμε την τιμή κ = 1 στην ισότητα (1) και βρίσκουμε: 

1 + 1 + λ = 0  λ = – 2 

β) i) Για κ = 1 και λ = – 2 ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   

Το τριώνυμο x2 + x – 2 έχει διακρίνουσα Δ = 9 και ρίζες τις: 

x1,2 = β±√Δα
= ±√ = ± =   = 1 = −2 

Τότε ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =   = (x + 1)(x – 2) 

ii) Οι ρίζες της εξίσωσης g(x) = 0 είναι οι x1 = – 1 και x2 = 2. Τότε το πρόσημο της g για xℝ – {– 2, 1} 
είναι: 

 g(x) < 0  x(– 1, 1)(1, 2) 

 g(x) > 0  x(– , – 2)(– 2, – 1)(2, +) 

Επειδή α, β(– 1, 1)(1, 2), προκύπτει ότι g(α) < 0 και g(β) < 0. 

Τελικά g(α)g(β) > 0. 
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α) Το τριώνυμο λx – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ  και διακρίνουσα: 

Δ = [– (λ2 + 1)]2 – 4  λ  λ = (λ2 + 1)2 – 4λ2 = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2  0, για κάθε  λℝ – {0} 

Άρα το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λℝ – {0}. 

β) Το τριώνυμο έχει δύο ρίζες ίσες αν και μόνο αν: 

Δ = 0   

 (λ2 – 1)2 = 0   

 λ2 – 1 = 0   

 (λ – 1)(λ + 1) = 0    

λ – 1 = 0 ή λ + 1 = 0   

λ = 1 ή λ = – 1 

γ) Είναι λx – (λ2 + 1)x + λ  0, για κάθε xℝ αν και μόνο αν: 

(λ < 0 και Δ  0)    

 (λ < 0 και (λ2 – 1)2  0)     

(λ < 0 και (λ2 – 1)2 = 0)      

(λ < 0 και λ2 – 1 = 0)     

[λ < 0 και (λ = – 1 ή λ = 1)] 

Άρα λ = – 1. 
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α) Το τριώνυμο λx – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ  και διακρίνουσα: 

Δ = [– (λ2 + 1)]2 – 4  λ  λ = (λ2 + 1)2 – 4λ2 = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2  0, για κάθε  λℝ – {0} 

Άρα το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λℝ – {0}. 

β) Το τριώνυμο έχει δύο ρίζες ίσες αν και μόνο αν: 

Δ = 0   

 (λ2 – 1)2 = 0   

 λ2 – 1 = 0   

 (λ – 1)(λ + 1) = 0    

λ – 1 = 0 ή λ + 1 = 0   

λ = 1 ή λ = – 1 

γ) Είναι λx – (λ2 + 1)x + λ  0, για κάθε xℝ αν και μόνο αν: 

(λ < 0 και Δ  0)    

 (λ < 0 και (λ2 – 1)2  0)     

(λ < 0 και (λ2 – 1)2 = 0)      

(λ < 0 και λ2 – 1 = 0)     

[λ < 0 και (λ = – 1 ή λ = 1)] 

Άρα λ = – 1. 
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Η επιφάνεια, σε τετραγωνικά μίλια, που καλύπτει το πετρέλαιο στο τέλος κάθε ημέρας, είναι 
όροι γεωμετρικής προόδου με α1 = 3 και λ = 2. Στο τέλος της ν-οστής ημέρας θα έχει καλυφθεί 
επιφάνεια αν = 3·2ν-1 τετραγωνικά μίλια (τ.μ.). 

α) Στο τέλος της 5ης ημέρας θα έχει καλυφθεί επιφάνεια: α5 = 3·25-1 = 3·24 = 3·16 = 48 τ.μ. 

β) Δεδομένο είναι ότι αν = 768 και ζητούμενο είναι το ν. Έχουμε ισοδύναμα: 

αν = 768 

3·2ν-1 = 768 

2ν-1  = 256 

                                                                                ν – 1 = 8         (28 = 256) 

ν = 9 

Οπότε στο τέλος της 9ης ημέρας θα έχει καλυφθεί από πετρέλαιο θαλάσσια επιφάνεια 768 τ.μ.  

γ)  Στο τέλος της 10ης ημέρας η επιφάνεια της θάλασσας που έχει καλυφθεί από πετρέλαιο 
είναι 768 - 6 = 762 τ.μ. και κάθε επόμενη ημέρα θα μειώνεται κατά 6 τ.μ. Άρα η επιφάνεια, σε 
τετραγωνικά μίλια, που θα καλύπτει εφεξής το πετρέλαιο στο τέλος κάθε ημέρας, είναι όροι 
αριθμητικής προόδου με β1 = 762 και ω =- 6.   

Δεδομένο είναι ότι βν = 12 και ζητούμενο είναι το ν. Έχουμε ισοδύναμα: 

βν = 12 

762 + (ν – 1)·(-6) = 12 

6ν = 756 

ν = 126 

Συνεπώς  στο τέλος της 126ης  ημέρας  μετά την κρατική παρέμβαση και συνολικά στο τέλος της 
9 + 126 = 135ης ημέρας μετά από τη στιγμή του ατυχήματος η θαλάσσια επιφάνεια που 
καλύπτεται από πετρέλαιο θα έχει περιοριστεί στα 12 τ.μ.  
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Η επιφάνεια, σε τετραγωνικά μίλια, που καλύπτει το πετρέλαιο στο τέλος κάθε ημέρας, είναι 
όροι γεωμετρικής προόδου με α1 = 3 και λ = 2. Στο τέλος της ν-οστής ημέρας θα έχει καλυφθεί 
επιφάνεια αν = 3·2ν-1 τετραγωνικά μίλια (τ.μ.). 

α) Στο τέλος της 5ης ημέρας θα έχει καλυφθεί επιφάνεια: α5 = 3·25-1 = 3·24 = 3·16 = 48 τ.μ. 

β) Δεδομένο είναι ότι αν = 768 και ζητούμενο είναι το ν. Έχουμε ισοδύναμα: 

αν = 768 

3·2ν-1 = 768 

2ν-1  = 256 

                                                                                ν – 1 = 8         (28 = 256) 

ν = 9 

Οπότε στο τέλος της 9ης ημέρας θα έχει καλυφθεί από πετρέλαιο θαλάσσια επιφάνεια 768 τ.μ.  

γ)  Στο τέλος της 10ης ημέρας η επιφάνεια της θάλασσας που έχει καλυφθεί από πετρέλαιο 
είναι 768 - 6 = 762 τ.μ. και κάθε επόμενη ημέρα θα μειώνεται κατά 6 τ.μ. Άρα η επιφάνεια, σε 
τετραγωνικά μίλια, που θα καλύπτει εφεξής το πετρέλαιο στο τέλος κάθε ημέρας, είναι όροι 
αριθμητικής προόδου με β1 = 762 και ω =- 6.   

Δεδομένο είναι ότι βν = 12 και ζητούμενο είναι το ν. Έχουμε ισοδύναμα: 

βν = 12 
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Συνεπώς  στο τέλος της 126ης  ημέρας  μετά την κρατική παρέμβαση και συνολικά στο τέλος της 
9 + 126 = 135ης ημέρας μετά από τη στιγμή του ατυχήματος η θαλάσσια επιφάνεια που 
καλύπτεται από πετρέλαιο θα έχει περιοριστεί στα 12 τ.μ.  

140  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Οι τετμημένες των σημείων τομής των Cf, Cg αποτελούν λύσεις της εξίσωσης f(x) = g(x). Τότε: 

f(x) = g(x)       

x2 + 3x + 2 = x + 1      

x2 + 2x + 1 = 0      

(x + 1)2 = 0     

x + 1 = 0      

x = – 1 

Άρα οι Cf, Cg έχουν μόνο ένα κοινό σημείο,  το Α(– 1, g(– 1)) δηλαδή το Α(– 1, 0) (η ευθεία εφάπτεται 
της παραβολής). 

β) Οι τετμημένες των κοινών σημείων  των Cf, Ch είναι λύσεις της εξίσωσης f(x) = h(x). Δηλαδή: 

f(x) = h(x)      

x2 + 3x + 2 = x + α     

                             x2 + 2x + (2 – α) = 0 , α ∈ℝ                  (1) 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = 22 – 4  1  (2 – α) = 4 – 8 + 4α = 4α - 4 = 4(α - 1) 

i) Αν α > 1, τότε Δ > 0 και η η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες άνισες το οποίο σημαίνει ότι οι 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, h έχουν δύο κοινά σημεία. 

ii) Αν α < 1, τότε Δ < 0 και η εξίσωση (1) δεν έχει πραγματικές ρίζες το οποίο σημαίνει ότι οι 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, h δεν έχουν κοινά σημεία. 
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141  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
Τα βακτήρια (το πλήθος τους) στο τέλος κάθε ώρας αποτελούν διαδοχικούς όρους γεωμετρικής 
προόδου (αν) με πρώτο όρο α1 = 102400 και λόγο λ = 

  . 

α) Ο ν – στός όρος της προόδου είναι: 

αν = α1  λν – 1   

αν = 102400   
  

ν
 

Μετά από 6 ώρες ο αριθμός των βακτηρίων θα είναι: 

α6 = 102400   
  


 = 102400   

  

 = 102400  

   = 3200 

β)  

i) Μετά την ξαφνική επιδείνωση του οργανισμού ο αριθμός των βακτηρίων άρχισε να αυξάνεται 
ώστε κάθε μια ώρα να τριπλασιάζεται. Άρα η ακολουθία (βν) είναι γεωμετρική πρόοδος με λόγο       
λ = 3 και πρώτο όρο β1 = 3200  3 = 9600  

ii) Είναι  

βν = β1  λν – 1   

βν = 9600  3ν – 1, ν  5 

iii) Ο αριθμός των βακτηρίων που θα υπάρχουν στον οργανισμό 3 ώρες μετά από την στιγμή της 
επιδείνωσης θα είναι: 

β3 = 9600  33 – 1 = 9600  32 = 86.400 
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142  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
Ο πρώτος επιβάτης που θα αγοράσει εισιτήριο θα πληρώσει 3€ και κάθε επόμενος 
επιβάτης θα πληρώνει 0,5€ περισσότερο από τον προηγούμενο.  

α) Ο δεύτερος επιβάτης θα πληρώσει 3 + 0,5 = 3,5€,  ο τρίτος θα πληρώσει 3,5 + 0,5 =4€ 
και ο τέταρτος θα πληρώσει 4 + 0,5 = 4,5€. 

β) Δεδομένου ότι ο πρώτος επιβάτης που θα αγοράσει εισιτήριο θα πληρώσει 3€ και 
κάθε επόμενος επιβάτης θα πληρώνει 0,5€ περισσότερο από τον προηγούμενο, οι 
αριθμοί α1, α2, …, α51 είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου με α1 = 3 και  ω = 0,5.  

γ) Ο 51ος επιβάτης θα πληρώσει: α51 = 3 + (51 – 1)·0,5 = 28€      

δ) Ζητάμε την μικότερη τιμή του φυσικού αριθμού ν ώστε Sν > 30·21. Οπότε έχουμε 
ισοδύναμα: 

Sν > 30·21 

    
ν 2 3 + ν -1 0,5 > 630
2

  

  
 
 

ν -1ν 6 + > 630
2 2

 

 
  

ν 12 + ν -1 > 630
2 2

 

ν(11 + ν) > 630
4

 

2ν + 11ν - 2520 > 0        (1) 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα Δ = 112 – 4(-2520) = 10201 και ρίζες ν = 45, ν = -56 
(απορρίπτεται). Η (1) αληθεύει για φυσικούς αριθμούς ν > 45.  Συνεπώς πρέπει να 
πουληθούν τουλάχιστον 46 εισιτήρια ώστε να συμφέρει η προσφορά.   

Ο πρώτος επιβάτης που θα αγοράσει εισιτήριο θα πληρώσει 3€ και κάθε επόμενος 
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143  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Για λ = 5 η εξίσωση γίνεται:  

x2 – 10x + 25 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα Δ = (-10)2 - 4·25 = 0, οπότε η εξίσωση έχει μια ρίζα διπλή. 

β) Η εξίσωση x2 – 2λx + 4λ + 5 = 0 έχει διπλή ρίζα, αν και μόνο αν  

Δ = 0    

(-2λ)2 -4(4λ + 5) = 0        

4λ2 -16λ – 20 = 0     

λ2 – 4λ – 5 = 0   

λ = 5 ή λ = -1 

Συνεπώς και για λ = -1 η εξίσωση έχει διπλή ρίζα. 

γ) Η εξίσωση x2 – 2λx + 4λ + 5 = 0 έχει δυο ρίζες άνισες, αν και μόνο αν  

Δ > 0  
(β)

  

 λ2 – 4λ – 5 > 0   

λ < -1 ή λ > 5 

δ) Αν     

                                              |λ2 – 4λ - 5|= 4λ – λ2 + 5 = -( λ2 – 4λ – 5)          λ∈ℝ-{-1, 5},  

τότε λ2 – 4λ – 5 < 0 , δηλαδή η διακρίνουσα του τριωνύμου x2 – 2λx + 4λ + 5 είναι αρνητική, 
οπότε η εξίσωση x2 – 2λx + 4λ + 5 = 0 δεν έχει πραγματικές ρίζες. 

  

 

α) Για λ = 5 η εξίσωση γίνεται:  
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οπότε η εξίσωση x2 – 2λx + 4λ + 5 = 0 δεν έχει πραγματικές ρίζες. 

  

 

144  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι: 

Δ = [-(λ2 + 1)]2 - 4·λ·λ = λ4 - 2λ2 + 1 = (λ2 – 1)2  

Επειδή Δ ≥ 0 για κάθε λ∈ℝ-{0},  το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Το τριώνυμο έχει α = λ, β = - (λ2+1) και γ = λ. Οπότε: 

 2 2

1 2

-[- λ +1 ]-β λ +1S = x + x = = =
α λ λ

  

P = γ λ= = 1
α λ

  

γ) Το γινόμενο των ριζών του τριωνύμου είναι P = 1 > 0, άρα οι ρίζες του είναι 
ομόσημες. Αν επιπλέον λ > 0, τότε και S > 0. Οπότε οι ρίζες θα είναι θετικές (δυο 
ομόσημοι αριθμοί των οποίων το άθροισμα είναι θετικό, είναι θετικοί). 

δ) Για λ > 0 και λ ≠ 1 το τριώνυμο f(x) έχει δυο ρίζες άνισες τις x1 και x2 που λόγω του γ) 
ερωτήματος είναι θετικές. Επίσης είναι δεδομένο ότι  κ και μ είναι αριθμοί τέτοιοι 
ώστε: 

0 < x1 < κ < x2 < μ 

Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται το πρόσημο του τριωνύμου f(x) =  λx2 - (λ2+1)x + λ, που 
έχει 

α = λ > 0 

 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα προσήμου προκύπτει λοιπόν ότι: 

f(0) > 0 

f(κ) < 0   

f(μ) > 0 

Άρα:          f(0)·f(κ)·f(μ) < 0 
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α = λ > 0 

 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα προσήμου προκύπτει λοιπόν ότι: 

f(0) > 0 

f(κ) < 0   

f(μ) > 0 

Άρα:          f(0)·f(κ)·f(μ) < 0 
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1

 

α) Τις τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g με τον άξονα x΄x 
τις βρίσκουμε λύνοντας την εξίσωση g(x) = 0. Τότε: 

g(x) = 0  

 x2 – 9 = 0  

x = 3 ή x = – 3 

Άρα τα ζητούμενα σημεία είναι τα Α(– 3, 0) και Β(3, 0). 

β) Είναι: 

f(3) = 4  3 + 2 = 14  0  και 

f(– 3) = 4  (– 3) + 2 = – 10  0 

Άρα η γραφική παράσταση της f δεν τέμνει τους άξονες σε κάποιο από τα σημεία (3, 0) και (– 3, 0). 

γ) Έστω ότι υπάρχει κοινό σημείο (x0, 0) του άξονα x΄x στο οποίο τέμνονται οι Cf, Cg. Τότε ισχύει: 

(f(x0) = 0  και  g(x0) = 0)  

 (4x0 + 2 = 0  και  x − 9 = 0)  

x = − 1
 2   και  x = ±3 

που είναι άτοπο. Άρα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g δεν έχουν κοινό σημείο πάνω 
στον άξονα x΄x. 

Έστω οι γραφικές παραστάσεις έχουν κοινό σημείο πάνω στον άξονα y΄y. Τότε πρέπει: 

f(0) = g(0)  2 = – 9 

που είναι άτοπο. Άρα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g δεν έχουν κοινό σημείο πάνω 
στον άξονα y΄y. 

δ) Επειδή η γραφική παράσταση της h είναι ευθεία, η εξίσωση της θα έχει τη μορφή 

h(x) = αx + β,  α, βℝ 

Επειδή η γραφική παράσταση της h διέρχεται από το σημείο Α(0, 3) ισχύει ότι: 

h(0) = 3  

 α  0 + β = 3   

β = 3 

Επομένως η εξίσωση της ευθείας γίνεται: 

h(x) = αx + 3,  αℝ 

Επίσης η γραφική παράσταση της h τέμνει τη γραφική παράσταση της g σε σημείο του ημιάξονα Οx 
οπότε ισχύει: 

h(3) = g(3)  3α + 3 = 0   3α = – 3   α = – 1 

Τελικά η ζητούμενη συνάρτηση έχει τύπο h(x) = – x + 3. 
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α) Τις τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g με τον άξονα x΄x 
τις βρίσκουμε λύνοντας την εξίσωση g(x) = 0. Τότε: 

g(x) = 0  

 x2 – 9 = 0  

x = 3 ή x = – 3 

Άρα τα ζητούμενα σημεία είναι τα Α(– 3, 0) και Β(3, 0). 

β) Είναι: 

f(3) = 4  3 + 2 = 14  0  και 

f(– 3) = 4  (– 3) + 2 = – 10  0 

Άρα η γραφική παράσταση της f δεν τέμνει τους άξονες σε κάποιο από τα σημεία (3, 0) και (– 3, 0). 

γ) Έστω ότι υπάρχει κοινό σημείο (x0, 0) του άξονα x΄x στο οποίο τέμνονται οι Cf, Cg. Τότε ισχύει: 

(f(x0) = 0  και  g(x0) = 0)  

 (4x0 + 2 = 0  και  x − 9 = 0)  

x = − 1
 2   και  x = ±3 

που είναι άτοπο. Άρα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g δεν έχουν κοινό σημείο πάνω 
στον άξονα x΄x. 

Έστω οι γραφικές παραστάσεις έχουν κοινό σημείο πάνω στον άξονα y΄y. Τότε πρέπει: 

f(0) = g(0)  2 = – 9 

που είναι άτοπο. Άρα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g δεν έχουν κοινό σημείο πάνω 
στον άξονα y΄y. 

δ) Επειδή η γραφική παράσταση της h είναι ευθεία, η εξίσωση της θα έχει τη μορφή 

h(x) = αx + β,  α, βℝ 

Επειδή η γραφική παράσταση της h διέρχεται από το σημείο Α(0, 3) ισχύει ότι: 

h(0) = 3  

 α  0 + β = 3   

β = 3 

Επομένως η εξίσωση της ευθείας γίνεται: 

h(x) = αx + 3,  αℝ 

Επίσης η γραφική παράσταση της h τέμνει τη γραφική παράσταση της g σε σημείο του ημιάξονα Οx 
οπότε ισχύει: 

h(3) = g(3)  3α + 3 = 0   3α = – 3   α = – 1 

Τελικά η ζητούμενη συνάρτηση έχει τύπο h(x) = – x + 3. 

146  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Ισχύει ότι:                                         α2 – α1 = α3 – α2    

(2x2 – 3x – 4) – x = (x2 – 2) - (2x2 – 3x – 4)   

3x2 -7x -6 = 0   

                                                                          x = 3 ή x = 
2-
3

 (απορρίπτεται γιατί δεν είναι ακέραιος) 

Άρα x = 3 και οι τρεις πρώτοι όροι της αριθμητικής προόδου είναι α1 = 3, α2 = 5 και α3 =7 

β)  Η αριθμητική πρόοδος έχει  πρώτο όρο α1 = 3 και διαφορά ω = 2. Άρα ο ν-οστός όρος της 
προόδου είναι:     αν = 3 + (ν – 1)·2 = 2ν + 1  

Αν υπάρχει όρος της προόδου ίσος με 2014 θα πρέπει η εξίσωση αν = 2014 να έχει λύση φυσικό 
αριθμό. 

Έχουμε λοιπόν:     αν = 2014     

     2ν + 1 = 2014   

            ν = 
2013 = 1006,5

2
  που δεν είναι φυσικός αριθμός 

Άρα δεν υπάρχει όρος της προόδου που να ισούται με 2014. 

γ) S = α1 + α3 + α5 + ...+ α15 = 3 + 7 + 11 + …+ 31 

Οι όροι του αθροίσματος είναι όροι αριθμητικής προόδου με β1 = 3 και ω’ = 4. Πρέπει να 
βρούμε το πλήθος τους. Έχουμε βν = 31  3 + (ν-1)·4 = 31   4ν = 32  ν = 8. Οπότε το 
πλήθος των όρων είναι 8.  

Οπότε S = S8 =  8
2 3 (8 1) 4

2
     = 136 
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α) Ισχύει ότι:                                         α2 – α1 = α3 – α2    

(2x2 – 3x – 4) – x = (x2 – 2) - (2x2 – 3x – 4)   

3x2 -7x -6 = 0   

                                                                          x = 3 ή x = 
2-
3

 (απορρίπτεται γιατί δεν είναι ακέραιος) 

Άρα x = 3 και οι τρεις πρώτοι όροι της αριθμητικής προόδου είναι α1 = 3, α2 = 5 και α3 =7 

β)  Η αριθμητική πρόοδος έχει  πρώτο όρο α1 = 3 και διαφορά ω = 2. Άρα ο ν-οστός όρος της 
προόδου είναι:     αν = 3 + (ν – 1)·2 = 2ν + 1  

Αν υπάρχει όρος της προόδου ίσος με 2014 θα πρέπει η εξίσωση αν = 2014 να έχει λύση φυσικό 
αριθμό. 

Έχουμε λοιπόν:     αν = 2014     

     2ν + 1 = 2014   

            ν = 
2013 = 1006,5

2
  που δεν είναι φυσικός αριθμός 

Άρα δεν υπάρχει όρος της προόδου που να ισούται με 2014. 

γ) S = α1 + α3 + α5 + ...+ α15 = 3 + 7 + 11 + …+ 31 

Οι όροι του αθροίσματος είναι όροι αριθμητικής προόδου με β1 = 3 και ω’ = 4. Πρέπει να 
βρούμε το πλήθος τους. Έχουμε βν = 31  3 + (ν-1)·4 = 31   4ν = 32  ν = 8. Οπότε το 
πλήθος των όρων είναι 8.  

Οπότε S = S8 =  8
2 3 (8 1) 4

2
     = 136 

 147  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Εάν η εταιρεία δεν κατασκευάζει μπλουζάκια, θέτουμε x = 0 στη συνάρτηση K(x) = 12,5x + 120 και 
βρίσκουμε K(0) = 120 €. 

Επομένως η εταιρεία χωρίς να κατασκευάζει μπλουζάκια έχει (πάγια) έξοδα 120 €. 

β) Η μοναδιαία μεταβολή στο x, δηλαδή  αν τα μπλουζάκια που κατασκευάζονται αυξηθούν κατά 1  
(από x γίνουν x + 1), θα προκαλέσει σταθερή μεταβολή  12,5 ευρώ στο κόστος κατασκευής και 
σταθερή μεταβολή στα έσοδα 15,5 ευρώ. Δηλαδή  Κ(x + 1) – K(x) = 12,5  και E(x+1) – E(x) = 15,5. 

γ) Τα μπλουζάκια που πρέπει να πωληθούν ώστε τα έσοδα να είναι ίσα με τα έξοδα είναι η λύση της 
εξίσωσης: 

Ε(x) = K(x)   

15,5x = 12,5x + 120  

3x = 120   

x = 40 

Άρα πρέπει να παραχθούν 40 μπλουζάκια ώστε η επιχείρηση να «μην μπαίνει μέσα». 

δ) Αν πουλήσουν 60 μπλουζάκια, τα έσοδα θα είναι: 

Ε(60) = 15,5  60 = 930 € 

και τα έξοδα: 

Κ(60) = 12,5  60 + 120 = 870 € 

Άρα το κέρδος τους θα είναι 930 – 870 = 60 € 

α) Εάν η εταιρεία δεν κατασκευάζει μπλουζάκια, θέτουμε x = 0 στη συνάρτηση K(x) = 12,5x + 120 και 
βρίσκουμε K(0) = 120 €. 

Επομένως η εταιρεία χωρίς να κατασκευάζει μπλουζάκια έχει (πάγια) έξοδα 120 €. 

β) Η μοναδιαία μεταβολή στο x, δηλαδή  αν τα μπλουζάκια που κατασκευάζονται αυξηθούν κατά 1  
(από x γίνουν x + 1), θα προκαλέσει σταθερή μεταβολή  12,5 ευρώ στο κόστος κατασκευής και 
σταθερή μεταβολή στα έσοδα 15,5 ευρώ. Δηλαδή  Κ(x + 1) – K(x) = 12,5  και E(x+1) – E(x) = 15,5. 

γ) Τα μπλουζάκια που πρέπει να πωληθούν ώστε τα έσοδα να είναι ίσα με τα έξοδα είναι η λύση της 
εξίσωσης: 

Ε(x) = K(x)   

15,5x = 12,5x + 120  

3x = 120   

x = 40 

Άρα πρέπει να παραχθούν 40 μπλουζάκια ώστε η επιχείρηση να «μην μπαίνει μέσα». 

δ) Αν πουλήσουν 60 μπλουζάκια, τα έσοδα θα είναι: 

Ε(60) = 15,5  60 = 930 € 

και τα έξοδα: 

Κ(60) = 12,5  60 + 120 = 870 € 

Άρα το κέρδος τους θα είναι 930 – 870 = 60 € 

148  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο  x2 –  2(λ – 1)x + (λ + 5)  έχει α = 1, β = – 2(λ – 1), γ = λ + 5 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [–2(λ – 1)]2 – 4  1  (λ + 5) =  4(λ2 – 2λ + 1) – 4λ – 20 = 4λ2 – 12λ – 16 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

4λ2 – 12λ – 16 > 0  

λ2 – 3λ – 4 > 0 (2) 

Το τριώνυμο  λ2 – 3λ – 4 έχει διακρίνουσα: Δ0 = (– 3)2 – 4  1  (– 4) = 9 + 16 = 25 > 0 και ρίζες τις: 

λ1,2 = β±√Δα
= ()±√ = ± =   = 4 = −1 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 λ –        –1               4          +  

 λ2 – 3λ – 4 + – +  

Επομένως η (2) αληθεύει για: 

λ < – 1  ή  λ > 4 

γ) Από τους τύπους Vieta για το τριώνυμο της εξίσωσης (1) βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

= − (λ)  = 2(λ – 1)   και 

                                                 Ρ = x1 ∙ x2 =  γ 
α

= λ  = λ + 5           

Τότε, για λ∈ ( , 1) (4, )    : 

d(x1, x2) = √24        

|x1 – x2| = √24      

    |x1 – x2|2 = √24
      

(x1 – x2)2 = 24       x + x – 2x1 ∙ x2 = 24          

(x1 + x2)2 – 2x1 ∙ x2 – 2x1 ∙ x2 = 24      

(x1 + x2)2 – 4x1 ∙ x2 = 24      

[2(λ – 1)]2 – 4(λ + 5) = 24      

      4(λ2 – 2λ + 1) – 4λ – 20 – 24 = 0    

                  4λ2 – 12λ  – 40 = 0       

λ2 – 3λ  – 10 = 0   

λ = 5 ή λ = -2 
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α) Ισχύει ότι:                                         α2 – α1 = α3 – α2    

(2x2 – 3x – 4) – x = (x2 – 2) - (2x2 – 3x – 4)   

3x2 -7x -6 = 0   

                                                                          x = 3 ή x = 
2-
3

 (απορρίπτεται γιατί δεν είναι ακέραιος) 

Άρα x = 3 και οι τρεις πρώτοι όροι της αριθμητικής προόδου είναι α1 = 3, α2 = 5 και α3 =7 

β)  Η αριθμητική πρόοδος έχει  πρώτο όρο α1 = 3 και διαφορά ω = 2. Άρα ο ν-οστός όρος της 
προόδου είναι:     αν = 3 + (ν – 1)·2 = 2ν + 1  

Αν υπάρχει όρος της προόδου ίσος με 2014 θα πρέπει η εξίσωση αν = 2014 να έχει λύση φυσικό 
αριθμό. 

Έχουμε λοιπόν:     αν = 2014     

     2ν + 1 = 2014   

            ν = 
2013 = 1006,5

2
  που δεν είναι φυσικός αριθμός 

Άρα δεν υπάρχει όρος της προόδου που να ισούται με 2014. 

γ) S = α1 + α3 + α5 + ...+ α15 = 3 + 7 + 11 + …+ 31 

Οι όροι του αθροίσματος είναι όροι αριθμητικής προόδου με β1 = 3 και ω’ = 4. Πρέπει να 
βρούμε το πλήθος τους. Έχουμε βν = 31  3 + (ν-1)·4 = 31   4ν = 32  ν = 8. Οπότε το 
πλήθος των όρων είναι 8.  

Οπότε S = S8 =  8
2 3 (8 1) 4

2
     = 136 

 147  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Εάν η εταιρεία δεν κατασκευάζει μπλουζάκια, θέτουμε x = 0 στη συνάρτηση K(x) = 12,5x + 120 και 
βρίσκουμε K(0) = 120 €. 

Επομένως η εταιρεία χωρίς να κατασκευάζει μπλουζάκια έχει (πάγια) έξοδα 120 €. 

β) Η μοναδιαία μεταβολή στο x, δηλαδή  αν τα μπλουζάκια που κατασκευάζονται αυξηθούν κατά 1  
(από x γίνουν x + 1), θα προκαλέσει σταθερή μεταβολή  12,5 ευρώ στο κόστος κατασκευής και 
σταθερή μεταβολή στα έσοδα 15,5 ευρώ. Δηλαδή  Κ(x + 1) – K(x) = 12,5  και E(x+1) – E(x) = 15,5. 

γ) Τα μπλουζάκια που πρέπει να πωληθούν ώστε τα έσοδα να είναι ίσα με τα έξοδα είναι η λύση της 
εξίσωσης: 

Ε(x) = K(x)   

15,5x = 12,5x + 120  

3x = 120   

x = 40 

Άρα πρέπει να παραχθούν 40 μπλουζάκια ώστε η επιχείρηση να «μην μπαίνει μέσα». 

δ) Αν πουλήσουν 60 μπλουζάκια, τα έσοδα θα είναι: 

Ε(60) = 15,5  60 = 930 € 

και τα έξοδα: 

Κ(60) = 12,5  60 + 120 = 870 € 

Άρα το κέρδος τους θα είναι 930 – 870 = 60 € 

α) Εάν η εταιρεία δεν κατασκευάζει μπλουζάκια, θέτουμε x = 0 στη συνάρτηση K(x) = 12,5x + 120 και 
βρίσκουμε K(0) = 120 €. 

Επομένως η εταιρεία χωρίς να κατασκευάζει μπλουζάκια έχει (πάγια) έξοδα 120 €. 

β) Η μοναδιαία μεταβολή στο x, δηλαδή  αν τα μπλουζάκια που κατασκευάζονται αυξηθούν κατά 1  
(από x γίνουν x + 1), θα προκαλέσει σταθερή μεταβολή  12,5 ευρώ στο κόστος κατασκευής και 
σταθερή μεταβολή στα έσοδα 15,5 ευρώ. Δηλαδή  Κ(x + 1) – K(x) = 12,5  και E(x+1) – E(x) = 15,5. 

γ) Τα μπλουζάκια που πρέπει να πωληθούν ώστε τα έσοδα να είναι ίσα με τα έξοδα είναι η λύση της 
εξίσωσης: 

Ε(x) = K(x)   

15,5x = 12,5x + 120  

3x = 120   

x = 40 

Άρα πρέπει να παραχθούν 40 μπλουζάκια ώστε η επιχείρηση να «μην μπαίνει μέσα». 

δ) Αν πουλήσουν 60 μπλουζάκια, τα έσοδα θα είναι: 

Ε(60) = 15,5  60 = 930 € 

και τα έξοδα: 

Κ(60) = 12,5  60 + 120 = 870 € 

Άρα το κέρδος τους θα είναι 930 – 870 = 60 € 

148  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο  x2 –  2(λ – 1)x + (λ + 5)  έχει α = 1, β = – 2(λ – 1), γ = λ + 5 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [–2(λ – 1)]2 – 4  1  (λ + 5) =  4(λ2 – 2λ + 1) – 4λ – 20 = 4λ2 – 12λ – 16 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

4λ2 – 12λ – 16 > 0  

λ2 – 3λ – 4 > 0 (2) 

Το τριώνυμο  λ2 – 3λ – 4 έχει διακρίνουσα: Δ0 = (– 3)2 – 4  1  (– 4) = 9 + 16 = 25 > 0 και ρίζες τις: 

λ1,2 = β±√Δα
= ()±√ = ± =   = 4 = −1 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 λ –        –1               4          +  

 λ2 – 3λ – 4 + – +  

Επομένως η (2) αληθεύει για: 

λ < – 1  ή  λ > 4 

γ) Από τους τύπους Vieta για το τριώνυμο της εξίσωσης (1) βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

= − (λ)  = 2(λ – 1)   και 

                                                 Ρ = x1 ∙ x2 =  γ 
α

= λ  = λ + 5           

Τότε, για λ∈ ( , 1) (4, )    : 

d(x1, x2) = √24        

|x1 – x2| = √24      

    |x1 – x2|2 = √24
      

(x1 – x2)2 = 24       x + x – 2x1 ∙ x2 = 24          

(x1 + x2)2 – 2x1 ∙ x2 – 2x1 ∙ x2 = 24      

(x1 + x2)2 – 4x1 ∙ x2 = 24      

[2(λ – 1)]2 – 4(λ + 5) = 24      

      4(λ2 – 2λ + 1) – 4λ – 20 – 24 = 0    

                  4λ2 – 12λ  – 40 = 0       

λ2 – 3λ  – 10 = 0   

λ = 5 ή λ = -2 

α) Το τριώνυμο  x2 –  2(λ – 1)x + (λ + 5)  έχει α = 1, β = – 2(λ – 1), γ = λ + 5 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [–2(λ – 1)]2 – 4  1  (λ + 5) =  4(λ2 – 2λ + 1) – 4λ – 20 = 4λ2 – 12λ – 16 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

4λ2 – 12λ – 16 > 0  

λ2 – 3λ – 4 > 0 (2) 

Το τριώνυμο  λ2 – 3λ – 4 έχει διακρίνουσα: Δ0 = (– 3)2 – 4  1  (– 4) = 9 + 16 = 25 > 0 και ρίζες τις: 

λ1,2 = β±√Δα
= ()±√ = ± =   = 4 = −1 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 λ –        –1               4          +  

 λ2 – 3λ – 4 + – +  

Επομένως η (2) αληθεύει για: 

λ < – 1  ή  λ > 4 

γ) Από τους τύπους Vieta για το τριώνυμο της εξίσωσης (1) βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

= − (λ)  = 2(λ – 1)   και 

                                                 Ρ = x1 ∙ x2 =  γ 
α

= λ  = λ + 5           

Τότε, για λ∈ ( , 1) (4, )    : 

d(x1, x2) = √24        

|x1 – x2| = √24      

    |x1 – x2|2 = √24
      

(x1 – x2)2 = 24       x + x – 2x1 ∙ x2 = 24          

(x1 + x2)2 – 2x1 ∙ x2 – 2x1 ∙ x2 = 24      

(x1 + x2)2 – 4x1 ∙ x2 = 24      

[2(λ – 1)]2 – 4(λ + 5) = 24      

      4(λ2 – 2λ + 1) – 4λ – 20 – 24 = 0    

                  4λ2 – 12λ  – 40 = 0       

λ2 – 3λ  – 10 = 0   

λ = 5 ή λ = -2 
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149  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Πρέπει: 

         9 – x2 > 0   – 3 < x < 3 

Άρα Αf = (-3, 3) 

β) Η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  σε σημείο με τεταγμένη y = 0, δηλαδή: 

f(x) = 0  

 
√ = 0  

x + 2 = 0   

x = – 2 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo A(– 2, 0). 

Επίσης έχουμε: 

f(0) = 
√ = 

√ =   
  

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B0,   
 . 

γ) Έστω (ε): y = αx + β η εξίσωση της ζητούμενης ευθείας. 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία Α, Β είναι: 

α = 


 = 
  
   

() = 
  


  =   
  

Άρα η εξίσωση της ευθείας γράφεται: 

(ε): y =   
 x + β 

Επειδή η ευθεία διέρχεται από το σημείο Α(-2, 0), οι συντεταγμένες του σημείου την επαληθεύουν. 
Ισχύει δηλαδή ότι: 

0 =   
 (– 2) + β   

0 = − 
   + β   

β =   
  

Τελικά η εξίσωση της ευθείας είναι: 

(ε): y =   
 x +   

  
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α) Πρέπει: 

         9 – x2 > 0   – 3 < x < 3 

Άρα Αf = (-3, 3) 

β) Η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  σε σημείο με τεταγμένη y = 0, δηλαδή: 

f(x) = 0  

 
√ = 0  

x + 2 = 0   

x = – 2 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo A(– 2, 0). 

Επίσης έχουμε: 

f(0) = 
√ = 

√ =   
  

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B0,   
 . 

γ) Έστω (ε): y = αx + β η εξίσωση της ζητούμενης ευθείας. 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία Α, Β είναι: 

α = 


 = 
  
   

() = 
  


  =   
  

Άρα η εξίσωση της ευθείας γράφεται: 

(ε): y =   
 x + β 

Επειδή η ευθεία διέρχεται από το σημείο Α(-2, 0), οι συντεταγμένες του σημείου την επαληθεύουν. 
Ισχύει δηλαδή ότι: 

0 =   
 (– 2) + β   

0 = − 
   + β   

β =   
  

Τελικά η εξίσωση της ευθείας είναι: 

(ε): y =   
 x +   

  

150  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο (λ + 2)x2 + (2λ + 3)x + λ – 2 έχει  

α = λ + 2, β = 2λ + 3, γ = λ – 2 

και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (2λ + 3)2 – 4  (λ + 2)  (λ – 2) = 4λ2 + 12λ + 9 – 4(λ2 – 22) = 4λ2 + 12λ + 9 – 4λ2 + 16 = 12λ + 25 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

12λ + 25 > 0  

12λ > – 25  

λ > − 
 

Επειδή επιπλέον πρέπει λ ≠ – 2, τελικά βρίσκουμε: 

λ− 
 , −2(– 2, +) 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

 = − λ
λ    και 

  P = x1 ∙ x2 =  γ 
α

 = λ
λ 

δ) Για λ− 
 , −2(– 2, +), είναι: 

(x1 + x2 – 1)2 + (x1 ∙ x2 + 3)2 = 0  

(S – 1)2 + (P + 3)2 = 0     

(S – 1 = 0  και  P + 3) = 0      

(S = 1  και  Ρ = -3)      (γ)⇔ 

− λ
λ = 1 και   λ

λ = −3      

(– (2λ + 3) = λ + 2  και  λ – 2 = -3(λ + 2))      

(– 2λ – 3 = λ + 2  και  λ – 2 = -3λ - 6)      

(– 3λ = 5  και  4λ = -4)      

λ = −  5 
3  και   λ = −1 

Επομένως δεν υπάρχει τιμή του λ που να ικανοποιεί τη δοσμένη σχέση. 
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α) Το τριώνυμο (λ + 2)x2 + (2λ + 3)x + λ – 2 έχει  

α = λ + 2, β = 2λ + 3, γ = λ – 2 

και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (2λ + 3)2 – 4  (λ + 2)  (λ – 2) = 4λ2 + 12λ + 9 – 4(λ2 – 22) = 4λ2 + 12λ + 9 – 4λ2 + 16 = 12λ + 25 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

12λ + 25 > 0  

12λ > – 25  

λ > − 
 

Επειδή επιπλέον πρέπει λ ≠ – 2, τελικά βρίσκουμε: 

λ− 
 , −2(– 2, +) 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

 = − λ
λ    και 

  P = x1 ∙ x2 =  γ 
α

 = λ
λ 

δ) Για λ− 
 , −2(– 2, +), είναι: 

(x1 + x2 – 1)2 + (x1 ∙ x2 + 3)2 = 0  

(S – 1)2 + (P + 3)2 = 0     

(S – 1 = 0  και  P + 3) = 0      

(S = 1  και  Ρ = -3)      (γ)⇔ 

− λ
λ = 1 και   λ

λ = −3      

(– (2λ + 3) = λ + 2  και  λ – 2 = -3(λ + 2))      

(– 2λ – 3 = λ + 2  και  λ – 2 = -3λ - 6)      

(– 3λ = 5  και  4λ = -4)      

λ = −  5 
3  και   λ = −1 

Επομένως δεν υπάρχει τιμή του λ που να ικανοποιεί τη δοσμένη σχέση. 

151  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει διακρίνουσα: 

Δ = [– (α + 1)]2 – 4  1  (4 + α) = (α + 1)2 – 4(4 + α) = α2 + 2α + 1 – 16 – 4α = (α2 – 2α + 1) – 16 =  

=(α – 1)2 – 16 

β) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  

 (α – 1)2 – 16 > 0       

(α – 1)2 > 16         

(α − 1) > √16  

 |α – 1| > 4  

(α – 1 < – 4  ή  α – 1 > 4 )   

α < – 3  ή  α > 5 

γ) i) Είναι: 

S = x1 + x2 = −(α)
  = α + 1   και 

P = x1  x2  = α
  = 4 + α 

   ii) Ισχύει ότι: 

d(x1, 1) · d(x2, 1) = |x1 – 1|  |x2 – 1| = |(x1 – 1)  (x2 – 1)| = |xx − x − x + 1| = |P − S + 1| =  

=|4 + α – α – 1 + 1| = 4 

α) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει διακρίνουσα: 

Δ = [– (α + 1)]2 – 4  1  (4 + α) = (α + 1)2 – 4(4 + α) = α2 + 2α + 1 – 16 – 4α = (α2 – 2α + 1) – 16 =  

=(α – 1)2 – 16 

β) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  

 (α – 1)2 – 16 > 0       

(α – 1)2 > 16         

(α − 1) > √16  

 |α – 1| > 4  

(α – 1 < – 4  ή  α – 1 > 4 )   

α < – 3  ή  α > 5 

γ) i) Είναι: 

S = x1 + x2 = −(α)
  = α + 1   και 

P = x1  x2  = α
  = 4 + α 

   ii) Ισχύει ότι: 

d(x1, 1) · d(x2, 1) = |x1 – 1|  |x2 – 1| = |(x1 – 1)  (x2 – 1)| = |xx − x − x + 1| = |P − S + 1| =  

=|4 + α – α – 1 + 1| = 4 

152  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) i) Ισχύει ότι: 

|tA – tΔ| = |tB – tΔ|       

(tA – tΔ = tB – tΔ  ή  tA – tΔ = – (tB – tΔ))     

 (tA = tB, απορρίπτεται  ή  tA – tΔ = – tB + tΔ)     

  (tA + tΒ = 2tΔ)      

tΔ = 


 

ii) Είναι: 

tΓ – tΒ = 


 – tΒ = 


 = 


 < 0.           Άρα tΓ < tΒ          (1) 

Ισχύει ότι: 

tΔ – tΓ = 


 – 


 = = ΑΒ


 = 


 < 0.         Άρα tΔ < tΓ   (2) 

Έχουμε: 

tΑ – tΔ = tΑ – 


  =  ΑΒ


 = 


 < 0.            Άρα tΑ < tΔ    (3) 

Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) βρίσκουμε: 

tΑ < tΔ < tΓ < tΒ 

Επομένως, 1ος  τερμάτισε ο Αργύρης,  2ος  ο Δημήτρης, 3ος  ο Γιώργος και 4ος  ο Βασίλης. 

β) i) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής:   t2 – St + P = 0  με   S = tΑ + tB = 6  και   Ρ = tΑ  tB = 8 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η:    t2 – 6t + 8 = 0 

    ii) Η εξίσωση t2 – 6t + 8 = 0 έχει ρίζες tA = 2 λεπτά και tΒ = 4 λεπτά (επειδή tΑ < tΒ). 

Επομένως: 

tΔ = 


 = 


 = 3 λεπτά   και    

tΓ = 


=   


= 


 λεπτά 
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α) Το τριώνυμο (λ + 2)x2 + (2λ + 3)x + λ – 2 έχει  

α = λ + 2, β = 2λ + 3, γ = λ – 2 

και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (2λ + 3)2 – 4  (λ + 2)  (λ – 2) = 4λ2 + 12λ + 9 – 4(λ2 – 22) = 4λ2 + 12λ + 9 – 4λ2 + 16 = 12λ + 25 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

12λ + 25 > 0  

12λ > – 25  

λ > − 
 

Επειδή επιπλέον πρέπει λ ≠ – 2, τελικά βρίσκουμε: 

λ− 
 , −2(– 2, +) 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

 = − λ
λ    και 

  P = x1 ∙ x2 =  γ 
α

 = λ
λ 

δ) Για λ− 
 , −2(– 2, +), είναι: 

(x1 + x2 – 1)2 + (x1 ∙ x2 + 3)2 = 0  

(S – 1)2 + (P + 3)2 = 0     

(S – 1 = 0  και  P + 3) = 0      

(S = 1  και  Ρ = -3)      (γ)⇔ 

− λ
λ = 1 και   λ

λ = −3      

(– (2λ + 3) = λ + 2  και  λ – 2 = -3(λ + 2))      

(– 2λ – 3 = λ + 2  και  λ – 2 = -3λ - 6)      

(– 3λ = 5  και  4λ = -4)      

λ = −  5 
3  και   λ = −1 

Επομένως δεν υπάρχει τιμή του λ που να ικανοποιεί τη δοσμένη σχέση. 

151  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει διακρίνουσα: 

Δ = [– (α + 1)]2 – 4  1  (4 + α) = (α + 1)2 – 4(4 + α) = α2 + 2α + 1 – 16 – 4α = (α2 – 2α + 1) – 16 =  

=(α – 1)2 – 16 

β) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  

 (α – 1)2 – 16 > 0       

(α – 1)2 > 16         

(α − 1) > √16  

 |α – 1| > 4  

(α – 1 < – 4  ή  α – 1 > 4 )   

α < – 3  ή  α > 5 

γ) i) Είναι: 

S = x1 + x2 = −(α)
  = α + 1   και 

P = x1  x2  = α
  = 4 + α 

   ii) Ισχύει ότι: 

d(x1, 1) · d(x2, 1) = |x1 – 1|  |x2 – 1| = |(x1 – 1)  (x2 – 1)| = |xx − x − x + 1| = |P − S + 1| =  

=|4 + α – α – 1 + 1| = 4 

α) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει διακρίνουσα: 

Δ = [– (α + 1)]2 – 4  1  (4 + α) = (α + 1)2 – 4(4 + α) = α2 + 2α + 1 – 16 – 4α = (α2 – 2α + 1) – 16 =  

=(α – 1)2 – 16 

β) Το τριώνυμο x2 – (α + 1)x + 4 + α έχει ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  

 (α – 1)2 – 16 > 0       

(α – 1)2 > 16         

(α − 1) > √16  

 |α – 1| > 4  

(α – 1 < – 4  ή  α – 1 > 4 )   

α < – 3  ή  α > 5 

γ) i) Είναι: 

S = x1 + x2 = −(α)
  = α + 1   και 

P = x1  x2  = α
  = 4 + α 

   ii) Ισχύει ότι: 

d(x1, 1) · d(x2, 1) = |x1 – 1|  |x2 – 1| = |(x1 – 1)  (x2 – 1)| = |xx − x − x + 1| = |P − S + 1| =  

=|4 + α – α – 1 + 1| = 4 

152  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) i) Ισχύει ότι: 

|tA – tΔ| = |tB – tΔ|       

(tA – tΔ = tB – tΔ  ή  tA – tΔ = – (tB – tΔ))     

 (tA = tB, απορρίπτεται  ή  tA – tΔ = – tB + tΔ)     

  (tA + tΒ = 2tΔ)      

tΔ = 


 

ii) Είναι: 

tΓ – tΒ = 


 – tΒ = 


 = 


 < 0.           Άρα tΓ < tΒ          (1) 

Ισχύει ότι: 

tΔ – tΓ = 


 – 


 = = ΑΒ


 = 


 < 0.         Άρα tΔ < tΓ   (2) 

Έχουμε: 

tΑ – tΔ = tΑ – 


  =  ΑΒ


 = 


 < 0.            Άρα tΑ < tΔ    (3) 

Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) βρίσκουμε: 

tΑ < tΔ < tΓ < tΒ 

Επομένως, 1ος  τερμάτισε ο Αργύρης,  2ος  ο Δημήτρης, 3ος  ο Γιώργος και 4ος  ο Βασίλης. 

β) i) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής:   t2 – St + P = 0  με   S = tΑ + tB = 6  και   Ρ = tΑ  tB = 8 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η:    t2 – 6t + 8 = 0 

    ii) Η εξίσωση t2 – 6t + 8 = 0 έχει ρίζες tA = 2 λεπτά και tΒ = 4 λεπτά (επειδή tΑ < tΒ). 

Επομένως: 

tΔ = 


 = 


 = 3 λεπτά   και    

tΓ = 


=   


= 


 λεπτά 

α) i) Ισχύει ότι: 

|tA – tΔ| = |tB – tΔ|       

(tA – tΔ = tB – tΔ  ή  tA – tΔ = – (tB – tΔ))     

 (tA = tB, απορρίπτεται  ή  tA – tΔ = – tB + tΔ)     

  (tA + tΒ = 2tΔ)      

tΔ = 


 

ii) Είναι: 

tΓ – tΒ = 


 – tΒ = 


 = 


 < 0.           Άρα tΓ < tΒ          (1) 

Ισχύει ότι: 

tΔ – tΓ = 


 – 


 = = ΑΒ


 = 


 < 0.         Άρα tΔ < tΓ   (2) 

Έχουμε: 

tΑ – tΔ = tΑ – 


  =  ΑΒ


 = 


 < 0.            Άρα tΑ < tΔ    (3) 

Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) βρίσκουμε: 

tΑ < tΔ < tΓ < tΒ 

Επομένως, 1ος  τερμάτισε ο Αργύρης,  2ος  ο Δημήτρης, 3ος  ο Γιώργος και 4ος  ο Βασίλης. 

β) i) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής:   t2 – St + P = 0  με   S = tΑ + tB = 6  και   Ρ = tΑ  tB = 8 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η:    t2 – 6t + 8 = 0 

    ii) Η εξίσωση t2 – 6t + 8 = 0 έχει ρίζες tA = 2 λεπτά και tΒ = 4 λεπτά (επειδή tΑ < tΒ). 

Επομένως: 

tΔ = 


 = 


 = 3 λεπτά   και    

tΓ = 


=   


= 


 λεπτά 

153  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Οι τετμημένες των κοινών σημείων των Cf και Cg είναι λύσεις της εξίσωσης: 

f(x) = g(x)  

 x2 = λx + (1 – λ)   

x2 – λx + (λ – 1) = 0         (1) 

Δ = β2 – 4αγ = (– λ)2 – 4 ∙ 1 ∙ (λ – 1) =  λ2 – 4λ + 4 = (λ – 2)2 ≥ 0 για κάθε λ ∈ℝ.  

Άρα η (1) έχει δυο ρίζες πραγματικές, οπότε οι Cf, Cg έχουν για κάθε τιμή της παραμέτρου λ ένα 
τουλάχιστον κοινό σημείο.  

β) Η (1) έχει μια ρίζα διπλή, δηλαδή οι Cf, Cg έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, αν και μόνο αν: 

Δ = 0  (λ – 2)2 = 0  λ – 2 = 0  λ = 2 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

= − λ


 = λ 

Τότε, για λ ≠ 2 έχουμε: 

(x1 + x2)2 = |x1 + x2| + 2  

    λ2 = |λ| + 2  

 |λ|2 – |λ| – 2 = 0       (2) 

Θέτουμε |λ| = α > 0 και η εξίσωση (2) γράφεται: α2 - α – 2 = 0 με ρίζες α = 2 , α = -1 (απορρίπτεται). 
Άρα:   

|λ| = 2      

                         λ = – 2  ή  λ = 2 (απορρίπτεται) 

Οπότε λ = -2.  
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ΤΜ

α) Οι τετμημένες των κοινών σημείων των Cf και Cg είναι λύσεις της εξίσωσης: 

f(x) = g(x)  

 x2 = λx + (1 – λ)   

x2 – λx + (λ – 1) = 0         (1) 

Δ = β2 – 4αγ = (– λ)2 – 4 ∙ 1 ∙ (λ – 1) =  λ2 – 4λ + 4 = (λ – 2)2 ≥ 0 για κάθε λ ∈ℝ.  

Άρα η (1) έχει δυο ρίζες πραγματικές, οπότε οι Cf, Cg έχουν για κάθε τιμή της παραμέτρου λ ένα 
τουλάχιστον κοινό σημείο.  

β) Η (1) έχει μια ρίζα διπλή, δηλαδή οι Cf, Cg έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, αν και μόνο αν: 

Δ = 0  (λ – 2)2 = 0  λ – 2 = 0  λ = 2 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α

= − λ


 = λ 

Τότε, για λ ≠ 2 έχουμε: 

(x1 + x2)2 = |x1 + x2| + 2  

    λ2 = |λ| + 2  

 |λ|2 – |λ| – 2 = 0       (2) 

Θέτουμε |λ| = α > 0 και η εξίσωση (2) γράφεται: α2 - α – 2 = 0 με ρίζες α = 2 , α = -1 (απορρίπτεται). 
Άρα:   

|λ| = 2      

                         λ = – 2  ή  λ = 2 (απορρίπτεται) 

Οπότε λ = -2.  

154  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Όταν η σφαίρα θα επανέλθει στο έδαφος θα ισχύει: 

y = 0  

 60t – 5t2 = 0  

5t(12 – t) = 0   

t = 0 ή t = 12 

Για t = 0sec η σφαίρα βρίσκεται στην αρχή της κίνησης οπότε απορρίπτεται. Άρα η σφαίρα θα επανέλθει 
στο έδαφος μετά από t = 12sec. 

β) Ισχύει ότι: 

y = 175   

60t – 5t2 = 175  

5t2 – 60t + 175 = 0  

 t2 – 12t + 35 = 0  

t = 5 ή t = 7 

Άρα η σφαίρα θα βρεθεί σε ύψος 175m τις χρονικές στιγμές 5 sec και 7 sec. 

γ) Η σφαίρα βρίσκεται σε ύψος μεγαλύτερο από 100 m όταν: 

y > 100  

 60t – 5t2 > 100  

60t – 5t2 > 100   

 – 5t2 + 60t – 100 > 0  

  t2 – 12t + 20 < 0 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 t –        2              10          +  

 t2 – 12t + 20 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

t2 – 12t + 20 < 0  2 < t < 10 

 Άρα η σφαίρα βρίσκεται σε ύψος μεγαλύτερο από 100m μεταξύ των χρονικών στιγμών 2 sec και 10 sec. 
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α) Όταν η σφαίρα θα επανέλθει στο έδαφος θα ισχύει: 

y = 0  

 60t – 5t2 = 0  

5t(12 – t) = 0   

t = 0 ή t = 12 

Για t = 0sec η σφαίρα βρίσκεται στην αρχή της κίνησης οπότε απορρίπτεται. Άρα η σφαίρα θα επανέλθει 
στο έδαφος μετά από t = 12sec. 

β) Ισχύει ότι: 

y = 175   

60t – 5t2 = 175  

5t2 – 60t + 175 = 0  

 t2 – 12t + 35 = 0  

t = 5 ή t = 7 

Άρα η σφαίρα θα βρεθεί σε ύψος 175m τις χρονικές στιγμές 5 sec και 7 sec. 

γ) Η σφαίρα βρίσκεται σε ύψος μεγαλύτερο από 100 m όταν: 

y > 100  

 60t – 5t2 > 100  

60t – 5t2 > 100   

 – 5t2 + 60t – 100 > 0  

  t2 – 12t + 20 < 0 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 t –        2              10          +  

 t2 – 12t + 20 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

t2 – 12t + 20 < 0  2 < t < 10 

 Άρα η σφαίρα βρίσκεται σε ύψος μεγαλύτερο από 100m μεταξύ των χρονικών στιγμών 2 sec και 10 sec. 

155  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Ο αθλητής, όταν κολυμπάει ύπτιο, καίει 9 θερμίδες το λεπτό. Άρα σε 32 λεπτά θα έχει κάψει        
9 ∙ 32 = 288 θερμίδες. 

Ο αθλητής, όταν κολυμπάει πεταλούδα, καίει 12 θερμίδες το λεπτό. Αν υποθέσουμε ότι κολυμπάει 
με αυτό το στυλ x λεπτά, τότε θα κάψει 12 ∙ x θερμίδες. Επειδή ο αθλητής θέλει, κολυμπώντας, να 
κάψει 360 θερμίδες, ισχύει ότι: 

288 + 12x = 360   

      12x = 72   

                                                                              x = 6 λεπτά πρέπει να κολυμπήσει πεταλούδα. 

β) i) Έστω x ο χρόνος σε λεπτά που ο αθλητής κολυμπάει ύπτιο και y ο χρόνος σε λεπτά που ο 
αθλητής κολυμπάει πεταλούδα. Τότε, για να κάψει 360 θερμίδες κολυμπώντας και με τα δύο στυλ, 
πρέπει να ισχύει: 

9x + 12y = 360      

12y = 360 – 9x      

y = 


− 


     

y = 30 −   


x 

Άρα: f(x) = 30 −   


x 

ii) Επειδή τα x, f(x) είναι μεταβλητές χρόνου, πρέπει x ≥ 0  και  f(x) ≥ 0. 

Τότε: 

f(x)≥ 0    

 30 −   


x ≥ 0    
  


x  ≤  30      

 3x ≤ 120    

x ≤ 40 

Επομένως το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι:   Af = [0, 40] 

γ) H Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στο σημείο της με τεταγμένη y = 0,δηλαδή: 

f(x) = 0   

30 −   


x = 0  

 3x =  120   

x = 40 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo  Α(40, 0). 

Επίσης έχουμε: f(0) = 30 −   


∙ 0 = 30 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B(0, 30). 
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ΤΜ

α) Ο αθλητής, όταν κολυμπάει ύπτιο, καίει 9 θερμίδες το λεπτό. Άρα σε 32 λεπτά θα έχει κάψει        
9 ∙ 32 = 288 θερμίδες. 

Ο αθλητής, όταν κολυμπάει πεταλούδα, καίει 12 θερμίδες το λεπτό. Αν υποθέσουμε ότι κολυμπάει 
με αυτό το στυλ x λεπτά, τότε θα κάψει 12 ∙ x θερμίδες. Επειδή ο αθλητής θέλει, κολυμπώντας, να 
κάψει 360 θερμίδες, ισχύει ότι: 

288 + 12x = 360   

      12x = 72   

                                                                              x = 6 λεπτά πρέπει να κολυμπήσει πεταλούδα. 

β) i) Έστω x ο χρόνος σε λεπτά που ο αθλητής κολυμπάει ύπτιο και y ο χρόνος σε λεπτά που ο 
αθλητής κολυμπάει πεταλούδα. Τότε, για να κάψει 360 θερμίδες κολυμπώντας και με τα δύο στυλ, 
πρέπει να ισχύει: 

9x + 12y = 360      

12y = 360 – 9x      

y = 


− 


     

y = 30 −   


x 

Άρα: f(x) = 30 −   


x 

ii) Επειδή τα x, f(x) είναι μεταβλητές χρόνου, πρέπει x ≥ 0  και  f(x) ≥ 0. 

Τότε: 

f(x)≥ 0    

 30 −   


x ≥ 0    
  


x  ≤  30      

 3x ≤ 120    

x ≤ 40 

Επομένως το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι:   Af = [0, 40] 

γ) H Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στο σημείο της με τεταγμένη y = 0,δηλαδή: 

f(x) = 0   

30 −   


x = 0  

 3x =  120   

x = 40 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στo σημείo  Α(40, 0). 

Επίσης έχουμε: f(0) = 30 −   


∙ 0 = 30 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο B(0, 30). 
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Η γραφική παράσταση της f είναι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ (τμήμα της ευθείας που διέρχεται από 
τα σημεία Α, Β). Επομένως είναι: 

Το σημείο Α δείχνει ότι όταν ο αθλητής δεν κολυμπάει πεταλούδα χρειάζεται 40 λεπτά ύπτιο για να 
κάψει 360 θερμίδες ενώ το σημείο Β δείχνει ότι όταν ο αθλητής δεν κολυμπάει ύπτιο χρειάζεται 30 
λεπτά πεταλούδα για να κάψει 360 θερμίδες. 

Η γραφική παράσταση της f είναι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ (τμήμα της ευθείας που διέρχεται από 
τα σημεία Α, Β). Επομένως είναι: 

Το σημείο Α δείχνει ότι όταν ο αθλητής δεν κολυμπάει πεταλούδα χρειάζεται 40 λεπτά ύπτιο για να 
κάψει 360 θερμίδες ενώ το σημείο Β δείχνει ότι όταν ο αθλητής δεν κολυμπάει ύπτιο χρειάζεται 30 
λεπτά πεταλούδα για να κάψει 360 θερμίδες. 

156  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Οι αποστάσεις (αi),  i = 1, 2 ,…, 20 των κυψελών K1, K2, K3, K4, …, Κ20 από την αποθήκη Α διαφέρουν 
πάντα κατά τον σταθερό αριθμό 3. Αποτελούν επομένως διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου 
με πρώτο όρο α1 = 1 (η απόσταση της  κυψέλης Κ1 από την αποθληκη Α) και διαφορά ω = 3 .  

Ο νος  όρος της προόδου είναι : 

αν = α1 + (ν – 1)ω  

αν = 1 + (ν – 1)·3 

αν = 3ν - 2 

 

 

 

 

 

β) Αναζητούμε τον όρο α20. 

α20 = 3·20 - 2 = 58 

Επομένως η 20η κυψέλη απέχει από την αποθήκη Α απόσταση 58 m. 

γ) i) Η διαδρομές που θα κάνει ο μελισσοκόμος είναι: 

Α K1 A,   Α K2 A,  Α K3 A 

Άρα θα διανύσει: 

(1 + 1) + (4 + 4) + (7 + 7) = 24 μέτρα 

ii) Η συνολική απόσταση μέχρι να πάει την 20η κυψέλη είναι S20. Επομένως για να γυρίσει πρέπει να 
διανύσει πάλι απόσταση S20. Τελικά η ζητούμενη συνολική απόσταση είναι: 

2S20 = 2  


(α1 + α20) = 20(1 + 58) = 20 · 59 = 1.180 μέτρα 

 

 

 

 

 

 A    1    K1                3                K2                3                  K3                3               K4 ………………...   Κ20 

      

   AK1 = α1            AK2 = α2                     AK3 = α3                  AK4 = α4 ….……………..    AK20 = α20  
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ΤΜ

α) Οι αποστάσεις (αi),  i = 1, 2 ,…, 20 των κυψελών K1, K2, K3, K4, …, Κ20 από την αποθήκη Α διαφέρουν 
πάντα κατά τον σταθερό αριθμό 3. Αποτελούν επομένως διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου 
με πρώτο όρο α1 = 1 (η απόσταση της  κυψέλης Κ1 από την αποθληκη Α) και διαφορά ω = 3 .  

Ο νος  όρος της προόδου είναι : 

αν = α1 + (ν – 1)ω  

αν = 1 + (ν – 1)·3 

αν = 3ν - 2 

 

 

 

 

 

β) Αναζητούμε τον όρο α20. 

α20 = 3·20 - 2 = 58 

Επομένως η 20η κυψέλη απέχει από την αποθήκη Α απόσταση 58 m. 

γ) i) Η διαδρομές που θα κάνει ο μελισσοκόμος είναι: 

Α K1 A,   Α K2 A,  Α K3 A 

Άρα θα διανύσει: 

(1 + 1) + (4 + 4) + (7 + 7) = 24 μέτρα 

ii) Η συνολική απόσταση μέχρι να πάει την 20η κυψέλη είναι S20. Επομένως για να γυρίσει πρέπει να 
διανύσει πάλι απόσταση S20. Τελικά η ζητούμενη συνολική απόσταση είναι: 

2S20 = 2  


(α1 + α20) = 20(1 + 58) = 20 · 59 = 1.180 μέτρα 

 

 

 

 

 

 A    1    K1                3                K2                3                  K3                3               K4 ………………...   Κ20 

      

   AK1 = α1            AK2 = α2                     AK3 = α3                  AK4 = α4 ….……………..    AK20 = α20  

157  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Η εξίσωση (1) είναι 2ου βαθμού αν και μόνο αν: 

λ2 – λ ≠ 0  λ(λ – 1) ≠ 0  

λ ≠ 0  και  λ ≠ 1 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

(λ2 − λ)x2 − (λ2 − 1)x + λ − 1 = 0  

λ(λ − 1)x2 − (λ − 1)(λ + 1)x + (λ – 1) = 0  

(λ − 1)[λx2 − (λ + 1)x + 1] = 0 
λ  

λx2 − (λ + 1)x + 1 = 0 

γ) Για κάθε λ ∈ℝ -{0, 1}  το τριώνυμο λx2 − (λ + 1)x + 1 έχει διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [– (λ + 1)]2 – 4  λ  1 = λ2 + 2λ + 1 – 4λ  = λ2 – 2λ + 1 = (λ – 1)2 > 0,   

Επομένως η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

δ) Οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι: 

x1,2 = β±√Δα
= ((λ))±(λ)λ = λ±(λ)λ

= λλλ
= 1

λλλ
=   

λ

 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

103

α) Η εξίσωση (1) είναι 2ου βαθμού αν και μόνο αν: 

λ2 – λ ≠ 0  λ(λ – 1) ≠ 0  

λ ≠ 0  και  λ ≠ 1 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

(λ2 − λ)x2 − (λ2 − 1)x + λ − 1 = 0  

λ(λ − 1)x2 − (λ − 1)(λ + 1)x + (λ – 1) = 0  

(λ − 1)[λx2 − (λ + 1)x + 1] = 0 
λ  

λx2 − (λ + 1)x + 1 = 0 

γ) Για κάθε λ ∈ℝ -{0, 1}  το τριώνυμο λx2 − (λ + 1)x + 1 έχει διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [– (λ + 1)]2 – 4  λ  1 = λ2 + 2λ + 1 – 4λ  = λ2 – 2λ + 1 = (λ – 1)2 > 0,   

Επομένως η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

δ) Οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι: 

x1,2 = β±√Δα
= ((λ))±(λ)λ = λ±(λ)λ

= λλλ
= 1

λλλ
=   

λ

 
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α) Για λ = 0 η εξίσωση (1) γράφεται: 

0 ∙ x2 + 2(0 – 1)x + 0 – 2 = 0  

-2x – 2 = 0  

x = -1 

β) i) Το τριώνυμο λx2 + 2(λ − 1)x + λ – 2  έχει διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [2(λ – 1)]2 – 4  λ  (λ – 2) = 4λ2 – 8λ + 4 – 4λ2 + 8λ  = 4    

Επειδή είναι Δ > 0, για κάθε λ ≠ 0 η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

Οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι: 

x1,2 = β±√Δα
= (λ)±√λ = (λ)±λ

= λλ
= λ

λ
= −1 +   

λλλ
= −1  

ii) Είναι: 

|x1 – x2| > 1     

 −1 − −1 +   
λ

 > 1    

−1 + 1 −   
λ

 > 1     

  
λ

 > 1  

 |λ| > 1   

|λ| < 2  – 2 < λ < 2 

Τελικά λ(– 2, 0)(0, 2). 

α) Για λ = 0 η εξίσωση (1) γράφεται: 

0 ∙ x2 + 2(0 – 1)x + 0 – 2 = 0  

-2x – 2 = 0  

x = -1 

β) i) Το τριώνυμο λx2 + 2(λ − 1)x + λ – 2  έχει διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [2(λ – 1)]2 – 4  λ  (λ – 2) = 4λ2 – 8λ + 4 – 4λ2 + 8λ  = 4    

Επειδή είναι Δ > 0, για κάθε λ ≠ 0 η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

Οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι: 

x1,2 = β±√Δα
= (λ)±√λ = (λ)±λ

= λλ
= λ

λ
= −1 +   

λλλ
= −1  

ii) Είναι: 

|x1 – x2| > 1     

 −1 − −1 +   
λ

 > 1    

−1 + 1 −   
λ

 > 1     

  
λ

 > 1  

 |λ| > 1   

|λ| < 2  – 2 < λ < 2 

Τελικά λ(– 2, 0)(0, 2). 
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Επειδή κάθε σειρά καθισμάτων έχει 2 καθίσματα παραπάνω από την προηγούμενη, ο 
αριθμός των καθισμάτων ακολουθεί τους όρους μιας αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο 
α1 = 12 και ω = 2. 

α)  Η μεσαία σειρά έχει: 

α13 = α1 + (13 – 1)ω =  12 + 12 ∙ 2 = 12 + 24 = 36 καθίσματα 

και η τελευταία σειρά έχει: 

 α25 = α1 + (25 – 1)ω = 12 + 24 ∙ 2 = 12 + 48 = 60 καθίσματα 

β) Η χωρητικότητα του σταδίου είναι: 

S25 = 


(α1 + α25) = 


(12 + 60) = 


 ∙ 72 = 


 = 900 καθίσματα 

γ) Το πλήθος των μαθητών του Λυκείου είναι: 

S = S14 – S6 = 


[2α1 + (14 – 1)ω] –   


[2α1 + (6 – 1)ω] = 

= 7 ∙ (2 ∙ 12 + 13 ∙ 2) – 3 ∙ (2 ∙ 12 + 5 ∙ 2) = 

= 7 ∙ (24 + 26) – 3 ∙ (24 + 10) = 

= 7 ∙ 50 – 3 ∙ 34 = 350 – 102 = 248 

160  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το εμβαδόν που καλύπτει ένα πλακάκι τύπου Α είναι ΕΑ = d2 cm2. 

Το εμβαδόν που καλύπτει ένα πλακάκι τύπου Β είναι ΕΒ = (d + 1)2 cm2. 

β) i) Αν το εμβαδόν της επιφάνειας είναι Ε, τότε ισχύει: 

Ε = 200d2  και  Ε = 128(d + 1)2 

Πρέπει επομένως: 

200d2 = 128(d + 1)2 
:8
⇔  

 25d2 = 16(d + 1)2  

 25d2 = 16(d2 + 2d + 1)  

 25d2 = 16d2 + 32d + 16  

 9d2 – 32d – 16 = 0 

Το τριώνυμο 9d2 – 32d – 16 έχει α = 9, β = – 32, γ = – 16 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 32)2 – 4  9  (– 16) = 1024 + 576 = 1600 

και ρίζες τις: 

d1,2 = −β±√Δ
2α = −(−32)±√1600

29 = 32±40
18 = {

32+40
18 = 4

32−40
18 = −  4 

9
 

Η λύση d = −  4 
9  απορρίπτεται διότι δεν μπορεί το μήκος να είναι αρνητικό. Άρα d = 4 cm.  

      ii) Ε = 200d2 = 200  42 = 200  16 = 3.200 cm2. 
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α) Το κίτρινο ορθογώνιο έχει διαστάσεις: 

x – 1 – 1 = x – 2  και  x – 2 – 2 = x – 4 

Επομένως, το εμβαδόν Ε της περιοχής τύπωσης των επαγγελματικών στοιχείων εκφράζεται 

από τη συνάρτηση: 

E(x) = (x – 2)(x – 4),  5 ≤ x ≤ 10 

β) Είναι: 

Ε(x) = 35  (x – 2)(x – 4) = 35  

 x2 – 6x + 8 = 35  

 x2 – 6x – 27 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 6)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 27) = 36 + 108 = 144 > 0 

και ρίζες τις: 

t1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√144
21 = 6±12

2 = {
6+12
2 = 9

6−12
2 = −3

 

Επειδή πρέπει 5 ≤ x ≤ 10, δεχόμαστε την τιμή x = 9 cm.  

γ) Αναζητούμε τις τιμές του x που αποτελούν λύση της ανίσωσης: 

Ε(x) ≥ 24  x2 – 6x + 8 ≥ 24  

 x2 – 6x – 16 ≥ 0 

Το τριώνυμο x2 – 6x – 16  έχει α = 1, β = – 6, γ = – 16 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 6)2 – 4  1  (– 16) = 36 + 64 = 100 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√100
21 = 6±10

2 = {
6+10
2 = 8

6−10
2 = −2

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –      – 2              8          +  

 x2 – 6x – 16 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 6x – 16 ≥ 0  (x ≤ – 2  ή  x ≥ 8)  

 x(–∞, – 2][8, +∞)   (1) 

Πρέπει όμως να ισχύει και 5 ≤ x ≤ 10   (2). 

Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1) και (2) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 
    –5   –4   –3  –2  –1      0    1     2    3    4     5    6     7     8    9   10     x 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

105

α) Το κίτρινο ορθογώνιο έχει διαστάσεις: 

x – 1 – 1 = x – 2  και  x – 2 – 2 = x – 4 

Επομένως, το εμβαδόν Ε της περιοχής τύπωσης των επαγγελματικών στοιχείων εκφράζεται 

από τη συνάρτηση: 

E(x) = (x – 2)(x – 4),  5 ≤ x ≤ 10 

β) Είναι: 

Ε(x) = 35  (x – 2)(x – 4) = 35  

 x2 – 6x + 8 = 35  

 x2 – 6x – 27 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 6)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 27) = 36 + 108 = 144 > 0 

και ρίζες τις: 

t1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√144
21 = 6±12

2 = {
6+12
2 = 9

6−12
2 = −3

 

Επειδή πρέπει 5 ≤ x ≤ 10, δεχόμαστε την τιμή x = 9 cm.  

γ) Αναζητούμε τις τιμές του x που αποτελούν λύση της ανίσωσης: 

Ε(x) ≥ 24  x2 – 6x + 8 ≥ 24  

 x2 – 6x – 16 ≥ 0 

Το τριώνυμο x2 – 6x – 16  έχει α = 1, β = – 6, γ = – 16 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 6)2 – 4  1  (– 16) = 36 + 64 = 100 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√100
21 = 6±10

2 = {
6+10
2 = 8

6−10
2 = −2

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –      – 2              8          +  

 x2 – 6x – 16 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 6x – 16 ≥ 0  (x ≤ – 2  ή  x ≥ 8)  

 x(–∞, – 2][8, +∞)   (1) 

Πρέπει όμως να ισχύει και 5 ≤ x ≤ 10   (2). 

Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1) και (2) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 
    –5   –4   –3  –2  –1      0    1     2    3    4     5    6     7     8    9   10     x 
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οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

8 ≤ x ≤ 10  x[8, 10]  

162  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Το κίτρινο ορθογώνιο έχει διαστάσεις: 

x – 1 – 1 = x – 2  και  x – 2 – 2 = x – 4 

Επομένως, το εμβαδόν Ε της περιοχής τύπωσης των επαγγελματικών στοιχείων εκφράζεται 

από τη συνάρτηση: 

E(x) = (x – 2)(x – 4) = x2 – 6x + 8,  5 ≤ x ≤ 10 

β) Είναι: 

Ε(x) = 24   x2 – 6x + 8 = 24  

 x2 – 6x – 16 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 6)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 16) = 36 + 64 = 100 > 0 

και ρίζες τις: 

t1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√100
21 = 6±10

2 = {
6+10
2 = 8

6−10
2 = −2

 

Επειδή πρέπει 5 ≤ x ≤ 10, δεχόμαστε την τιμή x = 8 cm. 

γ) Αναζητούμε τις τιμές του x που αποτελούν λύση της ανίσωσης: 

Ε(x) ≤ 35  x2 – 6x + 8 ≤ 35  

 x2 – 6x – 27 ≤ 0 

Το τριώνυμο x2 – 6x – 27  έχει α = 1, β = – 6, γ = – 27 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 6)2 – 4  1  (– 27) = 36 + 108 = 144 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√144
21 = 6±12

2 = {
6+12
2 = 9

6−12
2 = −3

 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

 x –      – 3               9          +  

 x2 – 6x – 27 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 6x – 27 ≤ 0  – 3≤ x ≤ 9  x[– 3, 9]   (1) 

Πρέπει όμως να ισχύει και 5 ≤ x ≤ 10   (2). 

Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1) και (2) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

5 ≤ x ≤ 9  x[5, 9]  

    –5   –4   –3  –2  –1     0     1     2    3     4    5    6     7    8     9   10     x 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

107

α) Το κίτρινο ορθογώνιο έχει διαστάσεις: 

x – 1 – 1 = x – 2  και  x – 2 – 2 = x – 4 

Επομένως, το εμβαδόν Ε της περιοχής τύπωσης των επαγγελματικών στοιχείων εκφράζεται 

από τη συνάρτηση: 

E(x) = (x – 2)(x – 4) = x2 – 6x + 8,  5 ≤ x ≤ 10 

β) Είναι: 

Ε(x) = 24   x2 – 6x + 8 = 24  

 x2 – 6x – 16 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 6)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 16) = 36 + 64 = 100 > 0 

και ρίζες τις: 

t1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√100
21 = 6±10

2 = {
6+10
2 = 8

6−10
2 = −2

 

Επειδή πρέπει 5 ≤ x ≤ 10, δεχόμαστε την τιμή x = 8 cm. 

γ) Αναζητούμε τις τιμές του x που αποτελούν λύση της ανίσωσης: 

Ε(x) ≤ 35  x2 – 6x + 8 ≤ 35  

 x2 – 6x – 27 ≤ 0 

Το τριώνυμο x2 – 6x – 27  έχει α = 1, β = – 6, γ = – 27 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 6)2 – 4  1  (– 27) = 36 + 108 = 144 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−6)±√144
21 = 6±12

2 = {
6+12
2 = 9

6−12
2 = −3

 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

 x –      – 3               9          +  

 x2 – 6x – 27 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 6x – 27 ≤ 0  – 3≤ x ≤ 9  x[– 3, 9]   (1) 

Πρέπει όμως να ισχύει και 5 ≤ x ≤ 10   (2). 

Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1) και (2) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

5 ≤ x ≤ 9  x[5, 9]  

    –5   –4   –3  –2  –1     0     1     2    3     4    5    6     7    8     9   10     x 

163  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η πρόταση Π1 εκφράζεται συμβολικά με τη σχέση: 

F = 1,8C + 32  (1) 

Η πρόταση Π2 εκφράζεται συμβολικά με τη σχέση: 

K = C + 273  (2) 

β) Η ισότητα (1) ισοδύναμα γράφεται: 

F = 1,8C + 32  F – 32 = 1,8C  

 C = F−321,8   (3) 

Τότε η ισότητα (2) ισοδύναμα γράφεται: 

K = C + 273 
(3)
⇔ K = F−321,8  + 273  (4) 

γ) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

278 ≤ Κ ≤ 283 
(4)
⇔  

 278 ≤ F−321,8  + 273 ≤ 283  

 278 – 273 ≤ F−321,8  + 273 – 273 ≤ 283  – 273  

 5 ≤ F−321,8   ≤ 10  

 5 ∙ 1,8 ≤ F−321,8  ∙ 1,8  ≤ 10 ∙ 1,8  

 9 ≤ F – 32 ≤ 18  

 9 + 32 ≤ F – 32 + 32 ≤ 18 + 32  

 41 ≤ F ≤ 50 
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α) Η πρόταση Π1 εκφράζεται συμβολικά με τη σχέση: 

F = 1,8C + 32  (1) 

Η πρόταση Π2 εκφράζεται συμβολικά με τη σχέση: 

K = C + 273  (2) 

β) Η ισότητα (1) ισοδύναμα γράφεται: 

F = 1,8C + 32  F – 32 = 1,8C  

 C = F−321,8   (3) 

Τότε η ισότητα (2) ισοδύναμα γράφεται: 

K = C + 273 
(3)
⇔ K = F−321,8  + 273  (4) 

γ) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

278 ≤ Κ ≤ 283 
(4)
⇔  

 278 ≤ F−321,8  + 273 ≤ 283  

 278 – 273 ≤ F−321,8  + 273 – 273 ≤ 283  – 273  

 5 ≤ F−321,8   ≤ 10  

 5 ∙ 1,8 ≤ F−321,8  ∙ 1,8  ≤ 10 ∙ 1,8  

 9 ≤ F – 32 ≤ 18  

 9 + 32 ≤ F – 32 + 32 ≤ 18 + 32  

 41 ≤ F ≤ 50 
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α) Το τριώνυμο x2 – 2λx + λ2 - 1 έχει α = 1, β = – 2λ, γ = λ2 – 1 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2λ)2 – 4  1  (λ2 – 1) = 4λ2 – 4λ2 + 4  = 4 

Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  4  > 0, το οποίο ισχύει για κάθε λℝ 

β) Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−2λ)±√4
21 = 2λ±2

2 = {
2λ+2
2 = λ + 1

2λ−2
2 = λ − 1

 

γ) Είναι: 

(– 2 < λ + 1 < 4  και  – 2 < λ – 1 < 4)  

 (– 2 – 1 < λ + 1 – 1 < 4 – 1  και  – 2 + 1 < λ – 1 + 1 < 4 + 1)  

 (– 3 < λ < 3  και  – 1 < λ < 5) 

Συναληθεύουμε τις δύο προηγούμενες ανισώσεις και βρίσκουμε: 

 

 

 

– 1 < λ < 3  λ(– 1, 3) 

    – 3     – 1                     3        5 
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α) Είναι: 

|x – 2| < 3  – 3 < x – 2 < 3  

 – 3 + 2 < x – 2 + 2 < 3 + 2  

 – 1 < x < 5 

Το τριώνυμο  x2 – 2x – 8  έχει α = 1, β = – 2, γ = – 8 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4  1  (– 8) = 4 + 32 = 36 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−2)±√36

21 = 2±6
2 = {

2+6
2 = 4

2−6
2 = −2

 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

 x –      –2               4        +  

 x2 – 2x – 8 + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – 2x – 8 ≤ 0  

 – 2 ≤ x ≤ 4  x[– 2, 4] 

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των παραπάνω ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

– 1 < x ≤ 4   x(– 1, 4] 

γ) Επειδή ρ1, ρ2(– 1, 4] ισχύει ότι: 

– 1 < ρ1 ≤ 4  (1)   και   – 1 < ρ2 ≤ 4  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

– 1 – 1 < ρ1 + ρ2 ≤ 4 + 4  

 – 2 < ρ1 + ρ2 ≤ 8  

 −2
2 < ρ1+ρ2

2 ≤  8 
2   

 – 1 < ρ1+ρ2
2 ≤ 4 

Άρα  ρ1+ρ2
2 (– 1, 4], οπότε και ο αριθμός  ρ1+ρ2

2   είναι κοινή τους λύση. 

Ο αριθμός ρ1+ρ2
2   εκφράζει το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος με άκρα τα σημεία που 

αντιστοιχούν στους αριθμούς ρ1, ρ2 πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών. 

 

    –5   –4   –3  –2  –1    0    1    2    3    4    5    6      x 
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α) Είναι: 

|x – 2| < 3  – 3 < x – 2 < 3  

 – 3 + 2 < x – 2 + 2 < 3 + 2  

 – 1 < x < 5 

Το τριώνυμο  x2 – 2x – 8  έχει α = 1, β = – 2, γ = – 8 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4  1  (– 8) = 4 + 32 = 36 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−2)±√36

21 = 2±6
2 = {

2+6
2 = 4

2−6
2 = −2

 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

 x –      –2               4        +  

 x2 – 2x – 8 + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – 2x – 8 ≤ 0  

 – 2 ≤ x ≤ 4  x[– 2, 4] 

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των παραπάνω ανισώσεων στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

– 1 < x ≤ 4   x(– 1, 4] 

γ) Επειδή ρ1, ρ2(– 1, 4] ισχύει ότι: 

– 1 < ρ1 ≤ 4  (1)   και   – 1 < ρ2 ≤ 4  (2) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (2) και βρίσκουμε: 

– 1 – 1 < ρ1 + ρ2 ≤ 4 + 4  

 – 2 < ρ1 + ρ2 ≤ 8  

 −2
2 < ρ1+ρ2

2 ≤  8 
2   

 – 1 < ρ1+ρ2
2 ≤ 4 

Άρα  ρ1+ρ2
2 (– 1, 4], οπότε και ο αριθμός  ρ1+ρ2

2   είναι κοινή τους λύση. 

Ο αριθμός ρ1+ρ2
2   εκφράζει το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος με άκρα τα σημεία που 

αντιστοιχούν στους αριθμούς ρ1, ρ2 πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών. 

 

    –5   –4   –3  –2  –1    0    1    2    3    4    5    6      x 
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166  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) • Είναι: 

2 ≤ |x| ≤ 3  (2 ≤ |x|  (1)  και  |x| ≤ 3  (2)) 

Από την ανίσωση (1) βρίσκουμε: 

|x| ≥ 2  (x ≤ – 2  ή  x ≥ 2)  (3) 

Από την ανίσωση (2) βρίσκουμε: 

|x| ≤ 3  – 3 ≤ x ≤ 3  (4) 

Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (3) και (4) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

– 3 ≤ x ≤ – 2  ή  2 ≤ x ≤ 3  x[– 3, – 2][2, 3]  (5) 

• Το τριώνυμο  x2 – 4x  έχει ρίζες τις: 

x2 – 4x = 0  x(x – 4) = 0  

 (x = 0  ή  x = 4) 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          0               4          +  

 x2 – 4x + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – 4x < 0  0 < x < 4  x(0, 4)  (6) 

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (5) και (6) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

2 ≤ x ≤ 3   x[2, 3] 

γ) Επειδή ρ1, ρ2[2, 3] ισχύει ότι: 

2 ≤ ρ1 ≤ 3  (7)   και   2 ≤ ρ2 ≤ 3  (8) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (7) και (8) και βρίσκουμε: 

2 + 2 ≤ ρ1 + ρ2 ≤ 3 + 3  

 4 ≤ ρ1 + ρ2 ≤ 6  

  4 
2 ≤ ρ1+ρ2

2 ≤  6 
2   2 ≤ ρ1+ρ2

2 ≤ 3 

    –5   –4   –3  –2   –1     0    1     2    3     4    5    6      x 

    –5   –4   –3  –2   –1    0     1     2    3     4    5    6      x 
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α) • Είναι: 

2 ≤ |x| ≤ 3  (2 ≤ |x|  (1)  και  |x| ≤ 3  (2)) 

Από την ανίσωση (1) βρίσκουμε: 

|x| ≥ 2  (x ≤ – 2  ή  x ≥ 2)  (3) 

Από την ανίσωση (2) βρίσκουμε: 

|x| ≤ 3  – 3 ≤ x ≤ 3  (4) 

Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (3) και (4) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

– 3 ≤ x ≤ – 2  ή  2 ≤ x ≤ 3  x[– 3, – 2][2, 3]  (5) 

• Το τριώνυμο  x2 – 4x  έχει ρίζες τις: 

x2 – 4x = 0  x(x – 4) = 0  

 (x = 0  ή  x = 4) 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –          0               4          +  

 x2 – 4x + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – 4x < 0  0 < x < 4  x(0, 4)  (6) 

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (5) και (6) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

2 ≤ x ≤ 3   x[2, 3] 

γ) Επειδή ρ1, ρ2[2, 3] ισχύει ότι: 

2 ≤ ρ1 ≤ 3  (7)   και   2 ≤ ρ2 ≤ 3  (8) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (7) και (8) και βρίσκουμε: 

2 + 2 ≤ ρ1 + ρ2 ≤ 3 + 3  

 4 ≤ ρ1 + ρ2 ≤ 6  

  4 
2 ≤ ρ1+ρ2

2 ≤  6 
2   2 ≤ ρ1+ρ2

2 ≤ 3 

    –5   –4   –3  –2   –1     0    1     2    3     4    5    6      x 

    –5   –4   –3  –2   –1    0     1     2    3     4    5    6      x 

      Άρα  ρ1+ρ22 [2, 3], οπότε και ο αριθμός  ρ1+ρ22   είναι κοινή τους λύση. Ο αριθμός ρ1+ρ22   

εκφράζει το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος με άκρα τα σημεία που αντιστοιχούν στους 

αριθμούς ρ1, ρ2 στον άξονα των πραγματικών αριθμών. 

 167  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) • Είναι: 

|x + 1| ≤ 2  – 2 ≤ x + 1 ≤ 2  – 2 – 1 ≤ x + 1 – 1 ≤ 2 – 1  – 3 ≤ x ≤ 1  (1) 

• Το τριώνυμο  x2 – x – 2  έχει α = 1, β = – 1, γ = – 2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  1  (– 2) = 1 + 8 = 9 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−1)±√9
21 = 1±3

2 = {
1+3
2 = 2

1−3
2 = −1

 

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –       – 1              2          +  

 x2 – x – 2 + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – x – 2 > 0  (x < – 1 ή  x > 2)  

 x(– ∞, – 1)(2, +∞)  (2) 

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1) και (2) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

– 3 ≤ x < – 1  x[– 3, – 1) 

γ) Επειδή ρ1, ρ2[– 3, – 1) ισχύει ότι: 

– 3 ≤ ρ1 < – 1  (3)   και    

– 3 ≤ ρ2 < – 1  1 < – ρ2 ≤ 3  (4) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκουμε: 

– 3 + 1 < ρ1 – ρ2 < – 1 + 3  

 – 2 < ρ1 – ρ2 < 2 

       Άρα  ρ1 – ρ2(– 2, 2). 

    –5   –4   –3  –2  –1    0    1    2    3    4    5    6      x 
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α) • Είναι: 

|x + 1| ≤ 2  – 2 ≤ x + 1 ≤ 2  – 2 – 1 ≤ x + 1 – 1 ≤ 2 – 1  – 3 ≤ x ≤ 1  (1) 

• Το τριώνυμο  x2 – x – 2  έχει α = 1, β = – 1, γ = – 2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  1  (– 2) = 1 + 8 = 9 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−1)±√9
21 = 1±3

2 = {
1+3
2 = 2

1−3
2 = −1

 

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –       – 1              2          +  

 x2 – x – 2 + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – x – 2 > 0  (x < – 1 ή  x > 2)  

 x(– ∞, – 1)(2, +∞)  (2) 

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1) και (2) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

– 3 ≤ x < – 1  x[– 3, – 1) 

γ) Επειδή ρ1, ρ2[– 3, – 1) ισχύει ότι: 

– 3 ≤ ρ1 < – 1  (3)   και    

– 3 ≤ ρ2 < – 1  1 < – ρ2 ≤ 3  (4) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκουμε: 

– 3 + 1 < ρ1 – ρ2 < – 1 + 3  

 – 2 < ρ1 – ρ2 < 2 

       Άρα  ρ1 – ρ2(– 2, 2). 

    –5   –4   –3  –2  –1    0    1    2    3    4    5    6      x 

168  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Η απόσταση του σημείου Μ(x) του άξονα των πραγματικών αριθμών από το σημείο Α(5) 
είναι μικρότερη ή ίση του 9. 
β) Από το διπλανό σχήμα βρίσκουμε ότι: 

x[– 4, 14] 
γ) Είναι: 

d(x, 5) ≤ 9  |x – 5| ≤ 9  
 – 9 ≤ x – 5 ≤ 9  

 – 9 + 5 ≤ x – 5 + 5 ≤ 9 + 5  
 – 4 ≤ x ≤ 14 

δ) Ισχύει ότι:  
x ≥ – 4  x + 4 ≥ 0   και   x ≤ 14  x – 14 ≤ 0 

Τότε: 
|x + 4| + |x – 14| = x + 4 – (x – 14) = 

= x + 4 – x + 14 = 18 

  – 4          x      5                14  

  9 μονάδες    9 μονάδες 

169  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) i) |x + 2| = |x – (– 2)| = d(x, – 2) = MA 
    ii) |x – 7| = d(x, 7) = MB 
β) |x + 2| + |x – 7| = ΜΑ + ΜΒ = AB 
γ) Ισχύει ότι: 

|x + 2| + |x – 7| = AB = 
= d(7, – 2) = |7 – (– 2)| = |9| = 9 

δ) Είναι:  
x > – 2  x + 2 > 0, άρα |x + 2| = x + 2. 

Επίσης:  
x < 7  x – 7 < 0, άρα  

|x – 7| = – (x – 7) = 7 – x 
Τότε: 

Α = |x + 2| + |x – 7| = x + 2 + 7 – x = 9 

  Α(–2)    Μ(x)                 Β(7)  
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α) • Είναι: 

|x + 1| ≤ 2  – 2 ≤ x + 1 ≤ 2  – 2 – 1 ≤ x + 1 – 1 ≤ 2 – 1  – 3 ≤ x ≤ 1  (1) 

• Το τριώνυμο  x2 – x – 2  έχει α = 1, β = – 1, γ = – 2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4  1  (– 2) = 1 + 8 = 9 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−1)±√9
21 = 1±3

2 = {
1+3
2 = 2

1−3
2 = −1

 

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –       – 1              2          +  

 x2 – x – 2 + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – x – 2 > 0  (x < – 1 ή  x > 2)  

 x(– ∞, – 1)(2, +∞)  (2) 

β) Παριστάνουμε τις λύσεις των ανισώσεων (1) και (2) στον ίδιο άξονα αριθμών και όπως 

φαίνεται από το σχήμα που ακολουθεί: 

 

 

 

οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι: 

– 3 ≤ x < – 1  x[– 3, – 1) 

γ) Επειδή ρ1, ρ2[– 3, – 1) ισχύει ότι: 

– 3 ≤ ρ1 < – 1  (3)   και    

– 3 ≤ ρ2 < – 1  1 < – ρ2 ≤ 3  (4) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκουμε: 

– 3 + 1 < ρ1 – ρ2 < – 1 + 3  

 – 2 < ρ1 – ρ2 < 2 

       Άρα  ρ1 – ρ2(– 2, 2). 

    –5   –4   –3  –2  –1    0    1    2    3    4    5    6      x 

168  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Η απόσταση του σημείου Μ(x) του άξονα των πραγματικών αριθμών από το σημείο Α(5) 
είναι μικρότερη ή ίση του 9. 
β) Από το διπλανό σχήμα βρίσκουμε ότι: 

x[– 4, 14] 
γ) Είναι: 

d(x, 5) ≤ 9  |x – 5| ≤ 9  
 – 9 ≤ x – 5 ≤ 9  

 – 9 + 5 ≤ x – 5 + 5 ≤ 9 + 5  
 – 4 ≤ x ≤ 14 

δ) Ισχύει ότι:  
x ≥ – 4  x + 4 ≥ 0   και   x ≤ 14  x – 14 ≤ 0 

Τότε: 
|x + 4| + |x – 14| = x + 4 – (x – 14) = 

= x + 4 – x + 14 = 18 

  – 4          x      5                14  

  9 μονάδες    9 μονάδες 

169  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) i) |x + 2| = |x – (– 2)| = d(x, – 2) = MA 
    ii) |x – 7| = d(x, 7) = MB 
β) |x + 2| + |x – 7| = ΜΑ + ΜΒ = AB 
γ) Ισχύει ότι: 

|x + 2| + |x – 7| = AB = 
= d(7, – 2) = |7 – (– 2)| = |9| = 9 

δ) Είναι:  
x > – 2  x + 2 > 0, άρα |x + 2| = x + 2. 

Επίσης:  
x < 7  x – 7 < 0, άρα  

|x – 7| = – (x – 7) = 7 – x 
Τότε: 

Α = |x + 2| + |x – 7| = x + 2 + 7 – x = 9 

  Α(–2)    Μ(x)                 Β(7)  

α) i) |x + 2| = |x – (– 2)| = d(x, – 2) = MA 
    ii) |x – 7| = d(x, 7) = MB 
β) |x + 2| + |x – 7| = ΜΑ + ΜΒ = AB 
γ) Ισχύει ότι: 

|x + 2| + |x – 7| = AB = 
= d(7, – 2) = |7 – (– 2)| = |9| = 9 

δ) Είναι:  
x > – 2  x + 2 > 0, άρα |x + 2| = x + 2. 

Επίσης:  
x < 7  x – 7 < 0, άρα  

|x – 7| = – (x – 7) = 7 – x 
Τότε: 

Α = |x + 2| + |x – 7| = x + 2 + 7 – x = 9 

  Α(–2)    Μ(x)                 Β(7)  

170  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) |x – 5| =  d(x, 5) = MA 

|x – 9| = d(x, 9) = MB 
β) i) Από την ισότητα |x – 5| = |x – 9|  

συμπεραίνουμε ότι ΜΑ = ΜΒ, 
δηλαδή το σημείο Μ είναι το μέσο του ΑΒ. 
ii) Είναι: 

ΑΒ = d(5, 9) = |5 – 9| = 4 μονάδες 
Επομένως το σημείο Μ απέχει 2 μονάδες από το σημείο Α(5) και 2 μονάδες από το σημείο 
Β(9), οπότε x = 7. 
Αλγεβρικά 

|x – 5| = |x – 9|   
 (x – 5 = x – 9  ή  x – 5 = – (x – 9))  

  (0x = – 4 αδύνατη ή  x – 5 = – x + 9)  
 2x = 14  x = 7 

  Α(5)            Μ(x)           B(9)  

  2 μονάδες    2 μονάδες 

171  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Επειδή κάθε όρος που προστίθεται προκύπτει από τον προηγούμενό του με πρόσθεση του 

ίδιου πάντοτε αριθμού, οι αριθμοί που δίνονται είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου με 

α1 = 3 και ω = 4. 

β) Είναι: 

S40 = 402 [2α1 + (40 – 1)ω] =  

= 20(2 ∙ 3 + 39∙4) = 20(6 + 156) = 

= 20 ∙ 162 = 3240 

γ) Για να είναι ο αριθμός 120 ένας από τους 40 αυτούς αριθμούς, πρέπει να υπάρχει φυσικός 

αριθμός ν, ώστε: 

αν = 120  α1 + (ν – 1)ω = 120  

 3 + (ν – 1)4 = 120   

 3 + 4ν – 4 = 120   

 4ν = 121  ν = 1214  

Ο αριθμός 1214  δεν είναι φυσικός και επομένως δεν μπορεί ο αριθμός 120 να είναι όρος της 

αριθμητικής προόδου.  

δ) Θα βρούμε ποιος όρος της προόδου είναι ο αριθμός 235. Είναι: 

αν = 235  α1 + (ν – 1)ω = 235  

 3 + (ν – 1)4 = 235   

 3 + 4ν – 4 = 235   

 4ν = 236  ν = 59 

Τότε: 

S59 = 592 (α1 + α59) = 592 (3 + 235) =  

= 592  ∙ 238 = 140422  = 7021 

Το ζητούμενο άθροισμα είναι: 

S = S59 – S40 = 7021 – 3240 = 3781 
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α) Επειδή κάθε όρος που προστίθεται προκύπτει από τον προηγούμενό του με πρόσθεση του 

ίδιου πάντοτε αριθμού, οι αριθμοί που δίνονται είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου με 

α1 = 3 και ω = 4. 

β) Είναι: 

S40 = 402 [2α1 + (40 – 1)ω] =  

= 20(2 ∙ 3 + 39∙4) = 20(6 + 156) = 

= 20 ∙ 162 = 3240 

γ) Για να είναι ο αριθμός 120 ένας από τους 40 αυτούς αριθμούς, πρέπει να υπάρχει φυσικός 

αριθμός ν, ώστε: 

αν = 120  α1 + (ν – 1)ω = 120  

 3 + (ν – 1)4 = 120   

 3 + 4ν – 4 = 120   

 4ν = 121  ν = 1214  

Ο αριθμός 1214  δεν είναι φυσικός και επομένως δεν μπορεί ο αριθμός 120 να είναι όρος της 

αριθμητικής προόδου.  

δ) Θα βρούμε ποιος όρος της προόδου είναι ο αριθμός 235. Είναι: 

αν = 235  α1 + (ν – 1)ω = 235  

 3 + (ν – 1)4 = 235   

 3 + 4ν – 4 = 235   

 4ν = 236  ν = 59 

Τότε: 

S59 = 592 (α1 + α59) = 592 (3 + 235) =  

= 592  ∙ 238 = 140422  = 7021 

Το ζητούμενο άθροισμα είναι: 

S = S59 – S40 = 7021 – 3240 = 3781 

172  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το πολυώνυμο: x2 – 4x + 2 – λ2 έχει α = 1, β = – 4, γ = 2 – λ2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4  1  (2 – λ2) = 16 – 8 + 4λ2 = 8 + 4λ2 

Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  8 + 4λ2 > 0, το οποίο ισχύει για κάθε λ  

β)  i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −β
α = −−4

1  = 4     

ii) και 

P = x1 ∙ x2 = γα = 2−λ
2

1  = 2 – λ2 

γ)  i) Έστω x1 = 2 −√3 και  x2 η ζητούμενη ρίζα. Τότε: 

x1 + x2 = 4  

 2 −√3 + x2 = 4  

 x2 = 4 – 2 + √3  

 x2 = 2 + √3 

ii) Είναι: 

x1 ∙ x2 = 2 – λ2  

 (2 − √3)(2 + √3) = 2 – λ2  

 22 − √33 = 2 – λ2  

 4 – 3 = 2 – λ2  λ2 = 1  

 (λ = 1 ή λ = – 1) 
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α) Το πολυώνυμο: x2 – 4x + 2 – λ2 έχει α = 1, β = – 4, γ = 2 – λ2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4  1  (2 – λ2) = 16 – 8 + 4λ2 = 8 + 4λ2 

Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  8 + 4λ2 > 0, το οποίο ισχύει για κάθε λ  

β)  i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −β
α = −−4

1  = 4     

ii) και 

P = x1 ∙ x2 = γα = 2−λ
2

1  = 2 – λ2 

γ)  i) Έστω x1 = 2 −√3 και  x2 η ζητούμενη ρίζα. Τότε: 

x1 + x2 = 4  

 2 −√3 + x2 = 4  

 x2 = 4 – 2 + √3  

 x2 = 2 + √3 

ii) Είναι: 

x1 ∙ x2 = 2 – λ2  

 (2 − √3)(2 + √3) = 2 – λ2  

 22 − √33 = 2 – λ2  

 4 – 3 = 2 – λ2  λ2 = 1  

 (λ = 1 ή λ = – 1) 

173  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο  x2 – 5x + 6  έχει α = 1, β = – 5, γ = 6 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  6 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3
5−1
2 = 2

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         2               3          +  

 x2 – 5x + 6 + – +  

 
Επομένως ισχύει: 

x2 – 5x + 6 > 0  (x < 2 ή  x > 3)  

 x(– ∞, 2)(3, +∞)  και 

x2 – 5x + 6 < 0  2 < x < 3 

β) i) Το τριώνυμο   1 4 x2 + (2 – λ)x + λ – 2  έχει α =  1 4 , β = 2 – λ, γ = λ – 2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (2 – λ)2 – 4   1 4   (λ – 2) = 

= λ2 – 4λ + 4 – λ + 2 = 

= λ2 – 5λ + 6 

Η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  λ2 – 5λ + 6 > 0 
(α)
⇔   

 (λ < 2  ή  λ > 3)   

 λ(–∞, 2)(3, +∞) 

ii) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

Ρ =  γ α =
λ−2
 1 
4

 = 4(λ – 2) 

Η εξίσωση (1) έχει ομόσημες ρίζες, αν και μόνο αν: 

(Δ ≥ 0  και  Ρ > 0)  (λ2 – 5λ + 6 ≥ 0  και  4(λ – 2) > 0)  

 (λ ≤ 2  ή  λ ≥ 3  και  λ > 2)  

 λ ≥ 3  λ[3, +∞) 
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ΤΜ

α) Το τριώνυμο  x2 – 5x + 6  έχει α = 1, β = – 5, γ = 6 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  6 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3
5−1
2 = 2

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         2               3          +  

 x2 – 5x + 6 + – +  

 
Επομένως ισχύει: 

x2 – 5x + 6 > 0  (x < 2 ή  x > 3)  

 x(– ∞, 2)(3, +∞)  και 

x2 – 5x + 6 < 0  2 < x < 3 

β) i) Το τριώνυμο   1 4 x2 + (2 – λ)x + λ – 2  έχει α =  1 4 , β = 2 – λ, γ = λ – 2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (2 – λ)2 – 4   1 4   (λ – 2) = 

= λ2 – 4λ + 4 – λ + 2 = 

= λ2 – 5λ + 6 

Η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  λ2 – 5λ + 6 > 0 
(α)
⇔   

 (λ < 2  ή  λ > 3)   

 λ(–∞, 2)(3, +∞) 

ii) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

Ρ =  γ α =
λ−2
 1 
4

 = 4(λ – 2) 

Η εξίσωση (1) έχει ομόσημες ρίζες, αν και μόνο αν: 

(Δ ≥ 0  και  Ρ > 0)  (λ2 – 5λ + 6 ≥ 0  και  4(λ – 2) > 0)  

 (λ ≤ 2  ή  λ ≥ 3  και  λ > 2)  

 λ ≥ 3  λ[3, +∞) 

174  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1, 2) αν και μόνο αν: 

f(1) = 2   

α ∙ 1 – α + 2 = 2   

2 = 2, ισχύει 

β) i) Αφού οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν ένα κοινό σημείο με τετμημένη 1, ισχύει ότι: 

f(1) = g(1)   

α – α + 2 = 12 – α + 3  

α = 2 

ii) Για α = 2 οι τύποι των f, g γίνονται: 

f(x) = 2x − 2 + 2  

 f(x) = 2x   και 

g(x) = x2 − 2 + 3  

 g(x) = x2 + 1 

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = ℝ  και η  g  το Β = ℝ. Τα κοινά σημεία των Cf και Cg  
προκύπτουν από τη λύση του συστήματος:      y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)   

2x = x2 + 1  

x2 – 2x + 1 = 0   

(x – 1)2 = 0  

x – 1 = 0   

x = 1 

Επομένως δεν υπάρχει άλλο κοινό σημείο εκτός από αυτό με τετμημένη 1. 

Για να έχουν οι Cf, Cg δύο κοινά σημεία, πρέπει η εξίσωση f(x) = g(x) να έχει δύο ρίζες άνισες. 

Είναι: 

f(x) = g(x)   

αx − α + 2 = x2 − α + 3  

x2 − αx + 1 = 0 

Η παραπάνω εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

(– α)2 – 4 ∙ 1 ∙ 1 > 0  

α2 – 4 > 0       

α < – 2 ή  α > 2 
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α) Το τριώνυμο  x2 – 5x + 6  έχει α = 1, β = – 5, γ = 6 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  6 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3
5−1
2 = 2

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         2               3          +  

 x2 – 5x + 6 + – +  

 
Επομένως ισχύει: 

x2 – 5x + 6 > 0  (x < 2 ή  x > 3)  

 x(– ∞, 2)(3, +∞)  και 

x2 – 5x + 6 < 0  2 < x < 3 

β) i) Το τριώνυμο   1 4 x2 + (2 – λ)x + λ – 2  έχει α =  1 4 , β = 2 – λ, γ = λ – 2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (2 – λ)2 – 4   1 4   (λ – 2) = 

= λ2 – 4λ + 4 – λ + 2 = 

= λ2 – 5λ + 6 

Η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  λ2 – 5λ + 6 > 0 
(α)
⇔   

 (λ < 2  ή  λ > 3)   

 λ(–∞, 2)(3, +∞) 

ii) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

Ρ =  γ α =
λ−2
 1 
4

 = 4(λ – 2) 

Η εξίσωση (1) έχει ομόσημες ρίζες, αν και μόνο αν: 

(Δ ≥ 0  και  Ρ > 0)  (λ2 – 5λ + 6 ≥ 0  και  4(λ – 2) > 0)  

 (λ ≤ 2  ή  λ ≥ 3  και  λ > 2)  

 λ ≥ 3  λ[3, +∞) 

174  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1, 2) αν και μόνο αν: 

f(1) = 2   

α ∙ 1 – α + 2 = 2   

2 = 2, ισχύει 

β) i) Αφού οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν ένα κοινό σημείο με τετμημένη 1, ισχύει ότι: 

f(1) = g(1)   

α – α + 2 = 12 – α + 3  

α = 2 

ii) Για α = 2 οι τύποι των f, g γίνονται: 

f(x) = 2x − 2 + 2  

 f(x) = 2x   και 

g(x) = x2 − 2 + 3  

 g(x) = x2 + 1 

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = ℝ  και η  g  το Β = ℝ. Τα κοινά σημεία των Cf και Cg  
προκύπτουν από τη λύση του συστήματος:      y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)   

2x = x2 + 1  

x2 – 2x + 1 = 0   

(x – 1)2 = 0  

x – 1 = 0   

x = 1 

Επομένως δεν υπάρχει άλλο κοινό σημείο εκτός από αυτό με τετμημένη 1. 

Για να έχουν οι Cf, Cg δύο κοινά σημεία, πρέπει η εξίσωση f(x) = g(x) να έχει δύο ρίζες άνισες. 

Είναι: 

f(x) = g(x)   

αx − α + 2 = x2 − α + 3  

x2 − αx + 1 = 0 

Η παραπάνω εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

(– α)2 – 4 ∙ 1 ∙ 1 > 0  

α2 – 4 > 0       

α < – 2 ή  α > 2 

α) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1, 2) αν και μόνο αν: 

f(1) = 2   

α ∙ 1 – α + 2 = 2   

2 = 2, ισχύει 

β) i) Αφού οι γραφικές παραστάσεις των f, g έχουν ένα κοινό σημείο με τετμημένη 1, ισχύει ότι: 

f(1) = g(1)   

α – α + 2 = 12 – α + 3  

α = 2 

ii) Για α = 2 οι τύποι των f, g γίνονται: 

f(x) = 2x − 2 + 2  

 f(x) = 2x   και 

g(x) = x2 − 2 + 3  

 g(x) = x2 + 1 

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = ℝ  και η  g  το Β = ℝ. Τα κοινά σημεία των Cf και Cg  
προκύπτουν από τη λύση του συστήματος:      y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)   

2x = x2 + 1  

x2 – 2x + 1 = 0   

(x – 1)2 = 0  

x – 1 = 0   

x = 1 

Επομένως δεν υπάρχει άλλο κοινό σημείο εκτός από αυτό με τετμημένη 1. 

Για να έχουν οι Cf, Cg δύο κοινά σημεία, πρέπει η εξίσωση f(x) = g(x) να έχει δύο ρίζες άνισες. 

Είναι: 

f(x) = g(x)   

αx − α + 2 = x2 − α + 3  

x2 − αx + 1 = 0 

Η παραπάνω εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0   

(– α)2 – 4 ∙ 1 ∙ 1 > 0  

α2 – 4 > 0       

α < – 2 ή  α > 2 
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ΤΜ

175  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων που δίνονται βρίσκουμε ότι οι τεταγμένες 

των συναρτήσεων που αντιστοιχούν στην τετμημένη με τιμή 5 κυμαίνονται για τη συνάρτηση 

εσόδων ε(x) στο 100 και για τη συνάρτηση δαπανών δ(x) στο 75. 

β) i) Έστω δ(x) = λ1x + β1 η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας που περιγράφει τη συνάρτηση 

δαπανών. Η ευθεία (δ) διέρχεται από τα σημεία A(0, 100) και B(10, 50) οπότε έχει συντελεστή 

διεύθυνσης τον: 

λ1 = 50−10010−0 = −50
10  = – 5 

Τότε η ευθεία (δ) γράφεται: 

δ(x) = – 5x + β1 

Επειδή η ευθεία (δ) διέρχεται από το Α οι συντεταγμένες του σημείου Α την επαληθεύουν. 

Τότε: 

Α(δ)  100 = 0 + β1  β1 = 100 

Τελικά η ευθεία (δ) έχει εξίσωση: 

δ(x) = – 5x + 100 

Έστω ε(x) = λ2x + β2 η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας που περιγράφει τη συνάρτηση 

εσόδων. Η ευθεία (ε) διέρχεται από τα σημεία Γ(0, 50) και Δ(10, 150) οπότε έχει 

συντελεστή διεύθυνσης τον: 

λ2 = 150−5010−0 = 100
10  = 10 

Τότε η ευθεία (ε) γράφεται: 

ε(x) = 10x + β2 

Επειδή η ευθεία (ε) διέρχεται από το Γ οι συντεταγμένες του σημείου Γ την επαληθεύουν. 

Τότε: 

Γ(ε)  50 = 0 + β2  β2 = 50 

Τελικά η ευθεία (ε) έχει εξίσωση: 

ε(x) = 10x + 50 

Για x = 5 βρίσκουμε: 

δ(5) = – 25 + 100 = 75   και 

ε(5) = 50 + 50 = 100 

Επομένως οι εκτιμήσεις που κάναμε ήταν σωστές. 

ii) Η τετμημένη του σημείου τομής των τμημάτων ΑΒ και ΓΔ προκύπτει από την λύση της 

εξίσωσης: 

ε(x) = δ(x)  10x + 50 = – 5x + 100  

 15x = 50  x = 5015 =
10
3  

Για x = 10/3 βρίσκουμε: 

ε(10/3) = 10 ∙ 10/3 + 50 = 250/3 
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α) Από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων που δίνονται βρίσκουμε ότι οι τεταγμένες 

των συναρτήσεων που αντιστοιχούν στην τετμημένη με τιμή 5 κυμαίνονται για τη συνάρτηση 

εσόδων ε(x) στο 100 και για τη συνάρτηση δαπανών δ(x) στο 75. 

β) i) Έστω δ(x) = λ1x + β1 η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας που περιγράφει τη συνάρτηση 

δαπανών. Η ευθεία (δ) διέρχεται από τα σημεία A(0, 100) και B(10, 50) οπότε έχει συντελεστή 

διεύθυνσης τον: 

λ1 = 50−10010−0 = −50
10  = – 5 

Τότε η ευθεία (δ) γράφεται: 

δ(x) = – 5x + β1 

Επειδή η ευθεία (δ) διέρχεται από το Α οι συντεταγμένες του σημείου Α την επαληθεύουν. 

Τότε: 

Α(δ)  100 = 0 + β1  β1 = 100 

Τελικά η ευθεία (δ) έχει εξίσωση: 

δ(x) = – 5x + 100 

Έστω ε(x) = λ2x + β2 η ζητούμενη εξίσωση της ευθείας που περιγράφει τη συνάρτηση 

εσόδων. Η ευθεία (ε) διέρχεται από τα σημεία Γ(0, 50) και Δ(10, 150) οπότε έχει 

συντελεστή διεύθυνσης τον: 

λ2 = 150−5010−0 = 100
10  = 10 

Τότε η ευθεία (ε) γράφεται: 

ε(x) = 10x + β2 

Επειδή η ευθεία (ε) διέρχεται από το Γ οι συντεταγμένες του σημείου Γ την επαληθεύουν. 

Τότε: 

Γ(ε)  50 = 0 + β2  β2 = 50 

Τελικά η ευθεία (ε) έχει εξίσωση: 

ε(x) = 10x + 50 

Για x = 5 βρίσκουμε: 

δ(5) = – 25 + 100 = 75   και 

ε(5) = 50 + 50 = 100 

Επομένως οι εκτιμήσεις που κάναμε ήταν σωστές. 

ii) Η τετμημένη του σημείου τομής των τμημάτων ΑΒ και ΓΔ προκύπτει από την λύση της 

εξίσωσης: 

ε(x) = δ(x)  10x + 50 = – 5x + 100  

 15x = 50  x = 5015 =
10
3  

Για x = 10/3 βρίσκουμε: 

ε(10/3) = 10 ∙ 10/3 + 50 = 250/3 

Άρα το σημείο τομής των ΑΒ και ΓΔ έχει συντεταγμένες Μ(3,3, 83). 

Επομένως 3 έτη και 3 μήνες (περίπου) μετά την έναρξη λειτουργίας της η εταιρία εμφάνισε 

ισοσκελισμό εσόδων και εξόδων. 

 

Σχόλιο 

Η παραπάνω εφαρμογή έχει ένα βασικό μειονέκτημα. Οι τιμές «ετήσια έσοδα» και «ετήσια 

έξοδα» είναι μεμονωμένες μεταβλητές και δεν μπορούν να περιγραφούν με ευθείες. 
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α) i) Από τα δεδομένα που δίνονται για το πρόγραμμα Α διαπιστώνουμε ότι πρόκειται για 

γεωμετρική πρόοδο με α1 = 1, α2 = 2, α3 = 4 και λ = 2. Ισχύει επομένως ότι: 

αν = α1λν–1  αν = 1 ∙ 2ν–1  αν = 2ν–1  

ii) Το πρόγραμμα Β περιγράφεται από μια αριθμητική πρόοδο με β1 = 100, β2 = 110, β3 = 120 

και ω = 10. Ισχύει επομένως ότι: 

βν = β1 + (ν – 1)ω  βν = 100 + (ν – 1)10  

 βν = 100 + 10ν – 10  βν = 90 + 10ν 

iii) Το ποσό που θα υπάρχει μετά από ν μήνες σύμφωνα με το πρόγραμμα Α θα είναι: 

Αν = α1
λν−1
λ−1   Αν = 1 ∙ 2

ν−1
2−1   Αν = 2ν – 1 

iv) Το ποσό που θα υπάρχει μετά από ν μήνες σύμφωνα με το πρόγραμμα Β θα είναι: 

Βν = ν
 2 (β1 + βν)  Βν =  ν 

2 (100 + 90 + 10ν)  

 Βν = ν
 2 (190 + 10ν)  

 Βν = 190ν+10ν2

2   Βν = 95ν + 5ν2 

β) i) Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Α, μετά από 6 μήνες: 

Α6 = 26 – 1 = 64 – 1 = 63 € 

Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Β, μετά από 6 μήνες: 

Β6 = 95 ∙ 6 + 5 ∙ 62 = 570 + 180 = 750 € 

ii)  Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Α, μετά από 12 μήνες: 

Α12 = 212 – 1 = 4096 – 1 = 4.095 € 

Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Β, μετά από 12 μήνες: 

Β12 = 95 ∙ 12 + 5 ∙ 122 = 1.140 + 720 = 1.860 € 

Επομένως, ακολουθώντας το πρόγραμμα Α, θα έχει συγκεντρώσει μεγαλύτερο ποσό. 
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α) i) Από τα δεδομένα που δίνονται για το πρόγραμμα Α διαπιστώνουμε ότι πρόκειται για 

γεωμετρική πρόοδο με α1 = 1, α2 = 2, α3 = 4 και λ = 2. Ισχύει επομένως ότι: 

αν = α1λν–1  αν = 1 ∙ 2ν–1  αν = 2ν–1  

ii) Το πρόγραμμα Β περιγράφεται από μια αριθμητική πρόοδο με β1 = 100, β2 = 110, β3 = 120 

και ω = 10. Ισχύει επομένως ότι: 

βν = β1 + (ν – 1)ω  βν = 100 + (ν – 1)10  

 βν = 100 + 10ν – 10  βν = 90 + 10ν 

iii) Το ποσό που θα υπάρχει μετά από ν μήνες σύμφωνα με το πρόγραμμα Α θα είναι: 

Αν = α1
λν−1
λ−1   Αν = 1 ∙ 2

ν−1
2−1   Αν = 2ν – 1 

iv) Το ποσό που θα υπάρχει μετά από ν μήνες σύμφωνα με το πρόγραμμα Β θα είναι: 

Βν = ν
 2 (β1 + βν)  Βν =  ν 

2 (100 + 90 + 10ν)  

 Βν = ν
 2 (190 + 10ν)  

 Βν = 190ν+10ν2

2   Βν = 95ν + 5ν2 

β) i) Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Α, μετά από 6 μήνες: 

Α6 = 26 – 1 = 64 – 1 = 63 € 

Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Β, μετά από 6 μήνες: 

Β6 = 95 ∙ 6 + 5 ∙ 62 = 570 + 180 = 750 € 

ii)  Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Α, μετά από 12 μήνες: 

Α12 = 212 – 1 = 4096 – 1 = 4.095 € 

Το ποσό που θα υπάρχει, σύμφωνα με το πρόγραμμα Β, μετά από 12 μήνες: 

Β12 = 95 ∙ 12 + 5 ∙ 122 = 1.140 + 720 = 1.860 € 

Επομένως, ακολουθώντας το πρόγραμμα Α, θα έχει συγκεντρώσει μεγαλύτερο ποσό. 
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α) Είναι: 

x2 < x  x2 – x < 0 

Το πολυώνυμο  x2 – x  έχει ρίζες τις: 

x2 – x = 0  x(x – 1) = 0  

 (x = 0  ή  x = 1) 

     Το πρόσημο του φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

  x –        0               1          +  

  x2 – x + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – x < 0  0 < x < 1  x(0, 1) 

β)  i)   • 0 < α2 

     • α < 1 
α>0
⇔  α ∙ α < 1 ∙ α  α2 < α 

     • α2 < α 
α>0
⇔  √α2 < √α

α>0
⇔   α < √α 

     • α < 1 
α>0
⇔  √α < 1 

Τελικά:  

0 < α2 < α < √α < 1 

ii) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

√1 + α < 1 + √α  

 √1 + α2 < (1 + √α)2 

 1 + α < 1 + 2√α + α  

 0 < 2√α 

          Ισχύει για κάθε α > 0. 
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α) Είναι: 

x2 < x  x2 – x < 0 

Το πολυώνυμο  x2 – x  έχει ρίζες τις: 

x2 – x = 0  x(x – 1) = 0  

 (x = 0  ή  x = 1) 

     Το πρόσημο του φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

  x –        0               1          +  

  x2 – x + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – x < 0  0 < x < 1  x(0, 1) 

β)  i)   • 0 < α2 

     • α < 1 
α>0
⇔  α ∙ α < 1 ∙ α  α2 < α 

     • α2 < α 
α>0
⇔  √α2 < √α

α>0
⇔   α < √α 

     • α < 1 
α>0
⇔  √α < 1 

Τελικά:  

0 < α2 < α < √α < 1 

ii) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

√1 + α < 1 + √α  

 √1 + α2 < (1 + √α)2 

 1 + α < 1 + 2√α + α  

 0 < 2√α 

          Ισχύει για κάθε α > 0. 
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α) Πρέπει: 

|x| – 3 ≠ 0  |x| ≠ 3  

 (x ≠ – 3 και  x ≠ 3) 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = −{−3, 3}. 
β) Θα παραγοντοποιήσουμε την παράσταση: 

x2 – 5|x| + 6 = |x|2 – 5|x| + 6 

Θέτουμε |x| = y (1)  και βρίσκουμε: 

y2 – 5y + 6 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4 ∙ 1 ∙ 6 = 25 – 24 = 1 > 0 

και ρίζες τις: 

y1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3

5−1
2 = 2

 

Τότε: 

y2 – 5y + 6 = (y – 2)(y – 3) 
(1)
⇔ 

 x2 – 5|x| + 6 = (|x| – 3)(|x| – 2) 

Τελικά ο τύπος της f γίνεται: 

f(x) = x
2−5|x|+6
|x|−3 = (|x|−3)(|x|−2)

|x|−3  = |x| – 2, xℝ− {−3, 3} 

i) Η εξίσωση γράφεται: 

(f(x) + 2)2 – 4f(x) – 5 = 0  

 (|x| – 2 + 2)2 – 4(|x| – 2) – 5 = 0  

 |x|2 – 4|x| + 8 – 5 = 0  

 |x|2 – 4|x| + 3 = 0 

Θέτουμε |x| = z  (2) και βρίσκουμε: 

z2 – 4z + 3 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4 ∙ 1 ∙ 3 = 16 – 12 = 4 > 0 

και ρίζες τις: 

z1,2 = −β±√Δ2α = −(−4)±√4
21 = 4±2

2 = {
4+2
2 = 3

4−2
2 = 1

 

Τότε από την ισότητα (2) βρίσκουμε: 

• |x| = 3  (x = – 3  ή  x = 3), απορρίπτονται 

• |x| = 1  (x = – 1  ή  x = 1) 
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α) Πρέπει: 

|x| – 3 ≠ 0  |x| ≠ 3  

 (x ≠ – 3 και  x ≠ 3) 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = −{−3, 3}. 
β) Θα παραγοντοποιήσουμε την παράσταση: 

x2 – 5|x| + 6 = |x|2 – 5|x| + 6 

Θέτουμε |x| = y (1)  και βρίσκουμε: 

y2 – 5y + 6 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4 ∙ 1 ∙ 6 = 25 – 24 = 1 > 0 

και ρίζες τις: 

y1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3

5−1
2 = 2

 

Τότε: 

y2 – 5y + 6 = (y – 2)(y – 3) 
(1)
⇔ 

 x2 – 5|x| + 6 = (|x| – 3)(|x| – 2) 

Τελικά ο τύπος της f γίνεται: 

f(x) = x
2−5|x|+6
|x|−3 = (|x|−3)(|x|−2)

|x|−3  = |x| – 2, xℝ− {−3, 3} 

i) Η εξίσωση γράφεται: 

(f(x) + 2)2 – 4f(x) – 5 = 0  

 (|x| – 2 + 2)2 – 4(|x| – 2) – 5 = 0  

 |x|2 – 4|x| + 8 – 5 = 0  

 |x|2 – 4|x| + 3 = 0 

Θέτουμε |x| = z  (2) και βρίσκουμε: 

z2 – 4z + 3 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4 ∙ 1 ∙ 3 = 16 – 12 = 4 > 0 

και ρίζες τις: 

z1,2 = −β±√Δ2α = −(−4)±√4
21 = 4±2

2 = {
4+2
2 = 3

4−2
2 = 1

 

Τότε από την ισότητα (2) βρίσκουμε: 

• |x| = 3  (x = – 3  ή  x = 3), απορρίπτονται 

• |x| = 1  (x = – 1  ή  x = 1) 
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α) Το τριώνυμο x2 − x + λ – λ2  έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 

= 1 – 4λ + 4λ2 = (1 – 2λ)2    

Επειδή είναι Δ ≥ 0, για κάθε λ  η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Η εξίσωση έχει δύο (πραγματικές) ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (1 – 2λ)2 > 0 

 1 – 2λ ≠ 0  λ ≠  1 
2  

Επομένως η εξίσωση (1) έχει δύο πραγματικές ρίζες για κάθε λ − { 1 
2 }. 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = −  β 
α = − −1

1  = 1  και 

  Ρ =  γ 
α = λ−λ2

1  = λ – λ2 

Η παράσταση Α έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν: 

S – P > 0  1 – (λ – λ2) > 0  

 λ2 – λ + 1 > 0 (2) 

Το τριώνυμο λ2 – λ + 1 έχει διακρίνουσα: 

Δ0 = (– 1)2 – 4  1  1 = 1 – 4 = – 3 < 0 

      Επομένως η ανίσωση (2) ισχύει για κάθε πραγματικό αριθμό λ. 
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α) Το τριώνυμο x2 − x + λ – λ2  έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 

= 1 – 4λ + 4λ2 = (1 – 2λ)2    

Επειδή είναι Δ ≥ 0, για κάθε λ  η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Η εξίσωση έχει δύο (πραγματικές) ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (1 – 2λ)2 > 0 

 1 – 2λ ≠ 0  λ ≠  1 
2  

Επομένως η εξίσωση (1) έχει δύο πραγματικές ρίζες για κάθε λ − { 1 
2 }. 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = −  β 
α = − −1

1  = 1  και 

  Ρ =  γ 
α = λ−λ2

1  = λ – λ2 

Η παράσταση Α έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν: 

S – P > 0  1 – (λ – λ2) > 0  

 λ2 – λ + 1 > 0 (2) 

Το τριώνυμο λ2 – λ + 1 έχει διακρίνουσα: 

Δ0 = (– 1)2 – 4  1  1 = 1 – 4 = – 3 < 0 

      Επομένως η ανίσωση (2) ισχύει για κάθε πραγματικό αριθμό λ. 

180  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (λ2 + 1))2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2 

Επειδή Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0, για κάθε λ −{0} το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α  = − −(λ2+1)

λ = λ2+1
λ     και 

    P = x1 ∙ x2 =  γ 
α  =  λ 

λ  = 1 

γ) i) Επειδή S = λ
2+1
λ  < 0, για λ < 0   και   P = 1 > 0, οι ρίζες είναι αρνητικές. 

ii) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

|x1 + x2| ≥ 2x1x2  |S| ≥ 2P  

 |λ2+1
λ | ≥ 2  1  |λ

2+1|
|λ|  ≥ 2  

 |λ2 + 1| ≥ 2|λ|  λ2 + 1 ≥ 2|λ|  

 |λ|2 – 2|λ|+ 1 ≥ 0  (|λ| – 1)2 ≥ 0, 

         το οποίο ισχύει για κάθε λ −{0} 
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α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (λ2 + 1))2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2 

Επειδή Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0, για κάθε λ −{0} το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α  = − −(λ2+1)

λ = λ2+1
λ     και 

    P = x1 ∙ x2 =  γ 
α  =  λ 

λ  = 1 

γ) i) Επειδή S = λ
2+1
λ  < 0, για λ < 0   και   P = 1 > 0, οι ρίζες είναι αρνητικές. 

ii) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

|x1 + x2| ≥ 2x1x2  |S| ≥ 2P  

 |λ2+1
λ | ≥ 2  1  |λ

2+1|
|λ|  ≥ 2  

 |λ2 + 1| ≥ 2|λ|  λ2 + 1 ≥ 2|λ|  

 |λ|2 – 2|λ|+ 1 ≥ 0  (|λ| – 1)2 ≥ 0, 

         το οποίο ισχύει για κάθε λ −{0} 
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α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (λ2 + 1))2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2 

Επειδή Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0, για κάθε λ > 0 το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές. 

Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α  = −−(λ
2+1)
λ = λ2+1

λ     και 

    P = x1 ∙ x2 =  γ α  =  λ λ  = 1 

Επειδή S = λ
2+1
λ  > 0, για λ > 0   και   P = 1 > 0, οι ρίζες είναι θετικές. 

β) Έστω x1, x2 οι ρίζες του τριωνύμου. 

i) Το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι: Ε = x1 ∙ x2 = 1. 

ii) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι: Π = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 2S = 2λ
2+1
λ  

    Είναι: 

Π ≥ 4  2λ
2+1
λ  ≥ 4 

λ>0
⇔   

 2(λ2 + 1) ≥ 4λ 
:2
⇔ λ2 + 1 ≥ 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 ≥ 0  

 (λ – 1)2 ≥ 0, 

    το οποίο ισχύει  για κάθε λ > 0. 

iii) Έχουμε: 

Π = 4  2λ
2+1
λ  = 4 

λ>0
⇔   

 2(λ2 + 1) = 4λ 
:2
⇔ λ2 + 1 = 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 = 0  

 (λ – 1)2 = 0  λ – 1 = 0  

 λ = 1 

Για λ = 1 το τριώνυμο γράφεται: 

f(x) = x2 – 2x + 1 = (x – 1)2 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι x1 = x2 = 1, οπότε το ορθογώνιο είναι τετράγωνο. 
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α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (λ2 + 1))2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2 

Επειδή Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0, για κάθε λ −{0} το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α  = − −(λ2+1)

λ = λ2+1
λ     και 

    P = x1 ∙ x2 =  γ 
α  =  λ 

λ  = 1 

γ) i) Επειδή S = λ
2+1
λ  < 0, για λ < 0   και   P = 1 > 0, οι ρίζες είναι αρνητικές. 

ii) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

|x1 + x2| ≥ 2x1x2  |S| ≥ 2P  

 |λ2+1
λ | ≥ 2  1  |λ

2+1|
|λ|  ≥ 2  

 |λ2 + 1| ≥ 2|λ|  λ2 + 1 ≥ 2|λ|  

 |λ|2 – 2|λ|+ 1 ≥ 0  (|λ| – 1)2 ≥ 0, 

         το οποίο ισχύει για κάθε λ −{0} 
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α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (λ2 + 1))2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2 

Επειδή Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0, για κάθε λ > 0 το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές. 

Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α  = −−(λ
2+1)
λ = λ2+1

λ     και 

    P = x1 ∙ x2 =  γ α  =  λ λ  = 1 

Επειδή S = λ
2+1
λ  > 0, για λ > 0   και   P = 1 > 0, οι ρίζες είναι θετικές. 

β) Έστω x1, x2 οι ρίζες του τριωνύμου. 

i) Το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι: Ε = x1 ∙ x2 = 1. 

ii) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι: Π = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 2S = 2λ
2+1
λ  

    Είναι: 

Π ≥ 4  2λ
2+1
λ  ≥ 4 

λ>0
⇔   

 2(λ2 + 1) ≥ 4λ 
:2
⇔ λ2 + 1 ≥ 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 ≥ 0  

 (λ – 1)2 ≥ 0, 

    το οποίο ισχύει  για κάθε λ > 0. 

iii) Έχουμε: 

Π = 4  2λ
2+1
λ  = 4 

λ>0
⇔   

 2(λ2 + 1) = 4λ 
:2
⇔ λ2 + 1 = 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 = 0  

 (λ – 1)2 = 0  λ – 1 = 0  

 λ = 1 

Για λ = 1 το τριώνυμο γράφεται: 

f(x) = x2 – 2x + 1 = (x – 1)2 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι x1 = x2 = 1, οπότε το ορθογώνιο είναι τετράγωνο. 

α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (λ2 + 1))2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = λ4 – 2λ2 + 1 = 

= (λ2 – 1)2 

Επειδή Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0, για κάθε λ > 0 το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές. 

Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α  = −−(λ
2+1)
λ = λ2+1

λ     και 

    P = x1 ∙ x2 =  γ α  =  λ λ  = 1 

Επειδή S = λ
2+1
λ  > 0, για λ > 0   και   P = 1 > 0, οι ρίζες είναι θετικές. 

β) Έστω x1, x2 οι ρίζες του τριωνύμου. 

i) Το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι: Ε = x1 ∙ x2 = 1. 

ii) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι: Π = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 2S = 2λ
2+1
λ  

    Είναι: 

Π ≥ 4  2λ
2+1
λ  ≥ 4 

λ>0
⇔   

 2(λ2 + 1) ≥ 4λ 
:2
⇔ λ2 + 1 ≥ 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 ≥ 0  

 (λ – 1)2 ≥ 0, 

    το οποίο ισχύει  για κάθε λ > 0. 

iii) Έχουμε: 

Π = 4  2λ
2+1
λ  = 4 

λ>0
⇔   

 2(λ2 + 1) = 4λ 
:2
⇔ λ2 + 1 = 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 = 0  

 (λ – 1)2 = 0  λ – 1 = 0  

 λ = 1 

Για λ = 1 το τριώνυμο γράφεται: 

f(x) = x2 – 2x + 1 = (x – 1)2 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι x1 = x2 = 1, οπότε το ορθογώνιο είναι τετράγωνο. 

182  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

f(2) = 22 – 4 ∙ 2 + α = 4 – 8 + α  = – 4 + α  και 

g(2) = 2α – 5 

Τότε: 

f(2) = g(2)  – 4 + α = 2α – 5  

 – 4 + 5 = 2α – α  α = 1 

β) Για α = 1 είναι:   

f(x) = x2 – 4x + 1  και   

g(x) = x – 5 

     i) Τότε: 

f(x) = g(x)  x2 – 4x + 1 = x – 5  

 x2 – 5x + 6 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4 ∙ 1 ∙ 6 = 25 – 24 = 1 > 0 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3

5−1
2 = 2

 

ii) Είναι: 

f(x) ≥ g(x)  f(x) – g(x) ≥ 0  

 x2 – 5x + 6 ≥ 0 

        Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

 x –          2              3          +  

 x2 – 5x + 6 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 5x + 6 ≥ 0  (x ≤ 2  ή  x ≥ 3)  x(– ∞, 2][3, +∞) 

Από τη ιδιότητα |α| = α  α ≥ 0 ισχύει ότι: 

|f(x) – g(x)| = f(x) – g(x)  f(x) – g(x) ≥ 0  

 x(– ∞, 2][3, +∞) 
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α) Είναι: 

f(2) = 22 – 4 ∙ 2 + α = 4 – 8 + α  = – 4 + α  και 

g(2) = 2α – 5 

Τότε: 

f(2) = g(2)  – 4 + α = 2α – 5  

 – 4 + 5 = 2α – α  α = 1 

β) Για α = 1 είναι:   

f(x) = x2 – 4x + 1  και   

g(x) = x – 5 

     i) Τότε: 

f(x) = g(x)  x2 – 4x + 1 = x – 5  

 x2 – 5x + 6 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4 ∙ 1 ∙ 6 = 25 – 24 = 1 > 0 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√1
21 = 5±1

2 = {
5+1
2 = 3

5−1
2 = 2

 

ii) Είναι: 

f(x) ≥ g(x)  f(x) – g(x) ≥ 0  

 x2 – 5x + 6 ≥ 0 

        Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

 x –          2              3          +  

 x2 – 5x + 6 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 5x + 6 ≥ 0  (x ≤ 2  ή  x ≥ 3)  x(– ∞, 2][3, +∞) 

Από τη ιδιότητα |α| = α  α ≥ 0 ισχύει ότι: 

|f(x) – g(x)| = f(x) – g(x)  f(x) – g(x) ≥ 0  

 x(– ∞, 2][3, +∞) 

183  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
i) Είναι: 

x2 > x  x2 – x > 0 

Το τριώνυμο  x2 – x  έχει ρίζες τις: 

x2 – x = 0  x(x – 1) = 0  

 (x = 0  ή  x = 1) 

       Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –        0               1          +  

 x2 – x + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – x > 0  (x < 0  ή  x > 1)  

 x(– ∞, 0)(1, +∞) 

β) i) • 0 < 1 

     • 1 < α 
α>0
⇔  √1 < √α  1 < √α 

     • 1 < α  
α>0
⇔  α < α2 

α>0
⇔   √α < √α2  √α < α 

      • 1 < α 
α>0
⇔  1 ∙ α < α ∙ α  α < α2 

Τελικά:  

0 < 1 < √α < α < α2 

 

 

ii) Ισχύει ότι: 

• α > 1  α ∙ α > 1 ∙ α  α2 > α  α2 + α > α + α  α2 + α > 2α  α
2+α
2  > α 

• α > 1  α ∙ α > 1 ∙ α  α2 > α  α2 + α2 > α + α2  2α2 > α + α2  α2 > α
2+α
2  

Τελικά: 

α < α
2+α
2  < α2 

    –5   –4   –3  –2  –1      0    1       √α      α      α2         x 
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i) Είναι: 
x2 > x  x2 – x > 0 

Το τριώνυμο  x2 – x  έχει ρίζες τις: 

x2 – x = 0  x(x – 1) = 0  

 (x = 0  ή  x = 1) 

       Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –        0               1          +  

 x2 – x + – +  

Επομένως ισχύει: 

x2 – x > 0  (x < 0  ή  x > 1)  

 x(– ∞, 0)(1, +∞) 

β) i) • 0 < 1 

     • 1 < α 
α>0
⇔  √1 < √α  1 < √α 

     • 1 < α  
α>0
⇔  α < α2 

α>0
⇔   √α < √α2  √α < α 

      • 1 < α 
α>0
⇔  1 ∙ α < α ∙ α  α < α2 

Τελικά:  

0 < 1 < √α < α < α2 

 

 

ii) Ισχύει ότι: 

• α > 1  α ∙ α > 1 ∙ α  α2 > α  α2 + α > α + α  α2 + α > 2α  α
2+α
2  > α 

• α > 1  α ∙ α > 1 ∙ α  α2 > α  α2 + α2 > α + α2  2α2 > α + α2  α2 > α
2+α
2  

Τελικά: 

α < α
2+α
2  < α2 

    –5   –4   –3  –2  –1      0    1       √α      α      α2         x 

184  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(0, 2) αν και μόνο αν: 

f(0) = 2  (λ + 1) ∙ 02 – (λ + 1) ∙ 0 + 2 = 2  2 = 2, 

το οποίο ισχύει για οποιαδήποτε τιμή του λℝ. 

β) Για λ = – 1 ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = (– 1 + 1)x2 – (– 1 + 1)x + 2 = 2 

Επομένως η γραφική παράσταση της f είναι μια ευθεία παράλληλη στον άξονα x΄x Που 

διέρχεται από το σημείο Α(0, 2).  

 

 

 

 

 

γ) Η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Β(2, 0) και επομένως διέρχεται 

από αυτό αν και μόνο αν: 

f(2) = 0  (λ + 1) ∙ 22 – (λ + 1) ∙ 2 + 2 = 0  

 (λ + 1) ∙ 4 – 2λ – 2 + 2 = 0  

 4λ + 4 – 2λ = 0  

 2λ = – 4  λ = – 2. 

Για λ=-2 έχουμε: f(x) = (– 2 + 1)x2 – (– 2 + 1)x + 2 = –x2 + x + 2. Η γραφική παράσταση 

τέμνει τον οριζόντιο άξονα σε ένα σημείο σημαίνει ότι η τεταγμένη του σημείου είναι 0. 

Γνωρίζουμε ότι τέμνει τον οριζόντιο άξονα στο (2,0) άρα για να βρούμε το άλλο σημείο (ρ,0) 

αρκεί να βρούμε την άλλη λύση ρ της εξίσωσης: –x2 + x + 2=0. Εφόσον S = -2 έχουμε:  

-2=2+ ρ οπότε ρ = -4. Άρα το άλλο σημείο είναι το (-4,0). 

δ) Για λ = 1 ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = (1 + 1)x2 – (1 + 1)x + 2 = 

= 2x2 – 2x + 2 = 2(x2 – x + 1) 

Το τριώνυμο x2 – x + 1 έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙ 1 = 1 – 4 = – 3 < 0 

οπότε είναι ομόσημο του συντελεστή του x2, δηλαδή του α = 1 > 0, για κάθε xℝ. 

Επομένως ισχύει ότι: 

x2 – x + 1 > 0  2(x2 – x + 1) > 0  f(x) > 0 

      Άρα η γραφική παράσταση της f βρίσκεται ολόκληρη πάνω από τον άξονα x΄x. 

  A               
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α) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(0, 2) αν και μόνο αν: 

f(0) = 2  (λ + 1) ∙ 02 – (λ + 1) ∙ 0 + 2 = 2  2 = 2, 

το οποίο ισχύει για οποιαδήποτε τιμή του λℝ. 

β) Για λ = – 1 ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = (– 1 + 1)x2 – (– 1 + 1)x + 2 = 2 

Επομένως η γραφική παράσταση της f είναι μια ευθεία παράλληλη στον άξονα x΄x Που 

διέρχεται από το σημείο Α(0, 2).  

 

 

 

 

 

γ) Η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Β(2, 0) και επομένως διέρχεται 

από αυτό αν και μόνο αν: 

f(2) = 0  (λ + 1) ∙ 22 – (λ + 1) ∙ 2 + 2 = 0  

 (λ + 1) ∙ 4 – 2λ – 2 + 2 = 0  

 4λ + 4 – 2λ = 0  

 2λ = – 4  λ = – 2. 

Για λ=-2 έχουμε: f(x) = (– 2 + 1)x2 – (– 2 + 1)x + 2 = –x2 + x + 2. Η γραφική παράσταση 

τέμνει τον οριζόντιο άξονα σε ένα σημείο σημαίνει ότι η τεταγμένη του σημείου είναι 0. 

Γνωρίζουμε ότι τέμνει τον οριζόντιο άξονα στο (2,0) άρα για να βρούμε το άλλο σημείο (ρ,0) 

αρκεί να βρούμε την άλλη λύση ρ της εξίσωσης: –x2 + x + 2=0. Εφόσον S = -2 έχουμε:  

-2=2+ ρ οπότε ρ = -4. Άρα το άλλο σημείο είναι το (-4,0). 

δ) Για λ = 1 ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = (1 + 1)x2 – (1 + 1)x + 2 = 

= 2x2 – 2x + 2 = 2(x2 – x + 1) 

Το τριώνυμο x2 – x + 1 έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙ 1 = 1 – 4 = – 3 < 0 

οπότε είναι ομόσημο του συντελεστή του x2, δηλαδή του α = 1 > 0, για κάθε xℝ. 

Επομένως ισχύει ότι: 

x2 – x + 1 > 0  2(x2 – x + 1) > 0  f(x) > 0 

      Άρα η γραφική παράσταση της f βρίσκεται ολόκληρη πάνω από τον άξονα x΄x. 

  A               
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185  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Θέτουμε: x2 = y,  (𝑦𝑦 ≥ 0)  οπότε η δοσμένη εξίσωση γίνεται: 

y2 – 7y + 12 = 0 

Το τριώνυμο y2 – 7y + 12 έχει α = 1, β = – 7, γ = 12 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 7)2 – 4  1  12 = 49 – 48 = 1 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

y1,2 = −β±√Δ
2α = −(−7)±√1

21 = 7±1
2 = {

7+1
2 = 4 𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿ή

7−1
2 = 3 δεκτή 

 

 Για y = 4  η ισότητα (1) δίνει: 

x2 = 4  (x = 2  ή  x = – 2) 

 Για y = 3  η ισότητα (1) δίνει: 

x2 = 3  (x = √3  ή  x = −√3) 

β) Θέτουμε: x2 = y, (𝑦𝑦 ≥ 0)   οπότε η εξίσωση (1) γίνεται: 

y2 + βy + γ = 0  (2) 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης (2) είναι: 

Δ = β2 – 4γ > 0, από υπόθεση 

Επομένως η εξίσωση (2) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες τις οποίες συμβολίζουμε 

y1, y2. 

Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

 S = −  β 
α  = −  β 

1  = – β > 0, άρα οι ρίζες y1, y2 είναι θετικές.  

 P =   γ 
α  =   γ 

1  = γ > 0, άρα οι ρίζες είναι ομόσημες. 

Τότε: 

(x2 = y1  ή  x2 = y2)  (x = √y1  ή  x = −√y1  ή  x = √y2  ή  x = −√y2) 

     Τελικά η εξίσωση (1) έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές ρίζες. 
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186  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α)  Το τριώνυμο x2 + x + 1 έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4 ∙ 1 ∙ 1 = 1 – 4 = – 3 < 0 

οπότε είναι ομόσημο του συντελεστή του x2, δηλαδή του α = 1 > 0, για κάθε xR. 

Επομένως ισχύει ότι: 

x2 + x + 1 > 0  f(x) > 0 

Άρα η γραφική παράσταση της f βρίσκεται ολόκληρη πάνω από τον άξονα x΄x και 

επομένως δεν τον τέμνει. 

β)  Οι τετμημένες των σημείων ης Cf που βρίσκονται κάτω από την ευθεία y = 2x + 3 

προκύπτουν από την επίλυση της ανίσωσης: 

f(x) < 2x + 3  x2 + x + 1 < 2x + 3  x2 – x – 2 < 0 

Το τριώνυμο x2 – x – 2 έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 2) = 1 + 8 = 9 > 0 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−1)±√9
21 = 1±3

2 = {
1+3
2 = 2

1−3
2 = −1

 

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –      – 1              2          +  

 x2 – x – 2 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – x – 2 < 0  – 1 < x < 2  x(– 1, 2) 

Για κάθε xR ισχύει ότι: 

|2x – 1| < 3  – 3 < 2x – 1 < 3  

 – 2 < 2x < 4  – 1 < x < 2 

      Επομένως, λόγω του ερωτήματος β, το σημείο αυτό βρίσκεται κάτω από την ευθεία με  

      εξίσωση y = 2x + 3.  
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187  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Αντικαθιστούμε στον τύπο της f, και συγκεκριμένα στον κλάδο x + 2 όπου x = 0 και 

βρίσκουμε: 

f(0) = 0 + 2 = 2 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο Μ(0, 2). 

β) i)    Για x = – 1 είναι: 

f(– 1) = – (– 1) + 2 = 1 + 2 = 3 

      Για x = – 2 είναι: 

f(– 2) = – (– 2) + 2 = 2 + 2 = 4 

  Άρα η ημιευθεία y = – x + 2 διέρχεται από τα σημεία Α(– 1, 3) και Β(– 2, 4). 

 Για x = 1 είναι:   

f(1) = 1 + 2 = 3 

 Για x = 2 είναι: 

f(2) = 2 + 2 = 4 

Άρα η ημιευθεία y = x + 2 διέρχεται από τα σημεία Γ(1, 3) και Δ(2, 4). 

Η ευθεία y = 3 είναι παράλληλη στον άξονα x΄x  και διέρχεται από το σημείο Ε(0, 3). 

Η γραφική παράσταση είναι η εξής: 

 

 

 

 

 

 

 

Από τη γραφική παράσταση διαπιστώνουμε ότι τα σημεία τομής της f με την ευθεία y = 3 

είναι τα Α(– 1, 3)  και  Γ(1, 3). 

ii) Τα σημεία Α και Γ έχουν αντίθετες τετμημένες και ίσες τεταγμένες. Άρα είναι 

συμμετρικά ως προς τον άξονα y΄y. 

γ) i) Η ευθεία y = α τέμνει της Cf, όπως διαπιστώνουμε από το γράφημα, σε δύο σημεία αν και 

μόνο αν α > 2.  

ii) Ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = |x| + 2, xR 

Τότε: 

f(x) = α  |x| + 2 = α  |x| = α – 2  (1) 

 Αν α < 2  α – 2 < 0 η εξίσωση (1) είναι αδύνατη. 

 Αν α = 2  α – 2 = 0 η εξίσωση (1) έχει λύση την: 

|x| = 2 – 2  |x| = 0  x = 0 

A 

B 

Γ 

Δ 
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ΤΜ

α) Αντικαθιστούμε στον τύπο της f, και συγκεκριμένα στον κλάδο x + 2 όπου x = 0 και 

βρίσκουμε: 

f(0) = 0 + 2 = 2 

Άρα η Cf τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο Μ(0, 2). 

β) i)    Για x = – 1 είναι: 

f(– 1) = – (– 1) + 2 = 1 + 2 = 3 

      Για x = – 2 είναι: 

f(– 2) = – (– 2) + 2 = 2 + 2 = 4 

  Άρα η ημιευθεία y = – x + 2 διέρχεται από τα σημεία Α(– 1, 3) και Β(– 2, 4). 

 Για x = 1 είναι:   

f(1) = 1 + 2 = 3 

 Για x = 2 είναι: 

f(2) = 2 + 2 = 4 

Άρα η ημιευθεία y = x + 2 διέρχεται από τα σημεία Γ(1, 3) και Δ(2, 4). 

Η ευθεία y = 3 είναι παράλληλη στον άξονα x΄x  και διέρχεται από το σημείο Ε(0, 3). 

Η γραφική παράσταση είναι η εξής: 

 

 

 

 

 

 

 

Από τη γραφική παράσταση διαπιστώνουμε ότι τα σημεία τομής της f με την ευθεία y = 3 

είναι τα Α(– 1, 3)  και  Γ(1, 3). 

ii) Τα σημεία Α και Γ έχουν αντίθετες τετμημένες και ίσες τεταγμένες. Άρα είναι 

συμμετρικά ως προς τον άξονα y΄y. 

γ) i) Η ευθεία y = α τέμνει της Cf, όπως διαπιστώνουμε από το γράφημα, σε δύο σημεία αν και 

μόνο αν α > 2.  

ii) Ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = |x| + 2, xR 

Τότε: 

f(x) = α  |x| + 2 = α  |x| = α – 2  (1) 

 Αν α < 2  α – 2 < 0 η εξίσωση (1) είναι αδύνατη. 

 Αν α = 2  α – 2 = 0 η εξίσωση (1) έχει λύση την: 

|x| = 2 – 2  |x| = 0  x = 0 

A 

B 

Γ 

Δ 

 Αν α > 2  α – 2 > 0, τότε η εξίσωση (1) έχει λύσεις τις: 

|x| = α – 2  (x = α – 2  ή  x = – (α – 2))  (x = α – 2  ή  x = 2 – α) 

Επομένως επιβεβαιώνεται και αλγεβρικά το γεγονός ότι για > 2 έχουμε δύο λύσεις. 

188  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο αx2 – 5x + α έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  α  α = 25 – 4α2  

Η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικούς αριθμούς αν και μόνο αν: 

Δ ≥ 0  25 – 4α2 ≥ 0  

 – 4α2 ≥ – 25  α2 ≤ 25
4   

 √α2 ≤ √25
4   |α| ≤ 5

2 

Αν x1, x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης, τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

P = x1x2 =   γ 
α  =  α 

α  = 1 

Άρα οι ρίζες x1, x2  είναι αντίστροφοι αριθμοί. 

β) Για α = 2 η εξίσωση γράφεται: 

2x2 – 5x + 2 = 0 

Το τριώνυμο 2x2 – 5x + 2 έχει α = 2, β = – 5, γ = 2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  2  2 = 25 – 16 = 9 > 0 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−5)±√9

22 = 5±3
4 = {

5+3
4 = 2

5−3
4 =  1 

2

 

γ) Θέτουμε στη δοθείσα εξίσωση x +  1 
x  = y  (1), οπότε γράφεται: 

2y2 – 5y + 2 = 0  (2) 

Η εξίσωση (2) λύθηκε στο σκέλος (ii) και προέκυψε ότι: 

y = 2  ή  y =  1 
2  

 Για y = 2  η ισότητα (1) δίνει: 

x +  1 
x  = 2  x2 + 1 = 2x  

 x2 – 2x + 1 = 0  (x – 1)2 = 0  

 x = 1 

 Για y =  1 
2   η ισότητα (1) δίνει: 

x +  1 
x  =  1 

2   2x2 + 2 = x  

 2x2 – x + 2 = 0 

        Η εξίσωση αυτή έχει Δ = (– 1)2 – 4  2  2 = 1 – 16 = – 15 < 0, οπότε είναι αδύνατη. 
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α) Το τριώνυμο αx2 – 5x + α έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  α  α = 25 – 4α2  

Η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικούς αριθμούς αν και μόνο αν: 

Δ ≥ 0  25 – 4α2 ≥ 0  

 – 4α2 ≥ – 25  α2 ≤ 25
4   

 √α2 ≤ √25
4   |α| ≤ 52 

Αν x1, x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης, τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

P = x1x2 =   γ 
α  =  α 

α  = 1 

Άρα οι ρίζες x1, x2  είναι αντίστροφοι αριθμοί. 

β) Για α = 2 η εξίσωση γράφεται: 

2x2 – 5x + 2 = 0 

Το τριώνυμο 2x2 – 5x + 2 έχει α = 2, β = – 5, γ = 2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  2  2 = 25 – 16 = 9 > 0 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−5)±√9

22 = 5±3
4 = {

5+3
4 = 2

5−3
4 =  1 

2

 

γ) Θέτουμε στη δοθείσα εξίσωση x +  1 
x  = y  (1), οπότε γράφεται: 

2y2 – 5y + 2 = 0  (2) 

Η εξίσωση (2) λύθηκε στο σκέλος (ii) και προέκυψε ότι: 

y = 2  ή  y =  1 
2  

 Για y = 2  η ισότητα (1) δίνει: 

x +  1 
x  = 2  x2 + 1 = 2x  

 x2 – 2x + 1 = 0  (x – 1)2 = 0  

 x = 1 

 Για y =  1 
2   η ισότητα (1) δίνει: 

x +  1 
x  =  1 

2   2x2 + 2 = x  

 2x2 – x + 2 = 0 

        Η εξίσωση αυτή έχει Δ = (– 1)2 – 4  2  2 = 1 – 16 = – 15 < 0, οπότε είναι αδύνατη. 

189  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = R  και η  g  το Β = R. Τα σημεία τομής τους 

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  x2 – 2x = 3x – 4  

 x2 – 5x + 4 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4 ∙ 1 ∙ 4 = 25 – 16 = 9 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√9
21 = 5±3

2 = {
5+3
2 = 4

5−3
2 = 1

 

 Για x = 1 είναι  f(1) = 1 – 2 = – 1 

 Για x = 4 είναι  f(4) = 16 – 8 = 8 

Άρα τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων είναι τα: 

Α(1, – 1)  και  Β(4, 8) 

β) Τα διαστήματα για τα οποία η γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τη γραφική 

παράσταση της g είναι εκείνα για τα οποία ισχύει: 

f(x) < g(x)  x2 – 2x < 3x – 4  

 x2 – 5x + 4 < 0 

Τις ρίζες του τριωνύμου  x2 – 5x + 4 τις προσδιορίσαμε στο σκέλος (α). 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –        1                4          +  

 x2 – 5x + 4 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 5x + 4 < 0  1 < x < 4  x(1, 4) 

γ) Kάθε ευθεία της μορφής y = α, με α < – 1, βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση της 

f αν και μόνο αν ισχύει: 

f (x) > α  για κάθε α < – 1 

Τότε: 

x2 – 2x > α  x2 – 2x – α > 0 

Η ανίσωση ισχύει διότι το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– α) = 

= 4 + 4α = 4(1 + α) < 0,  

για κάθε α < – 1 
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ΤΜ

α) Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = R  και η  g  το Β = R. Τα σημεία τομής τους 

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  x2 – 2x = 3x – 4  

 x2 – 5x + 4 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4 ∙ 1 ∙ 4 = 25 – 16 = 9 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√9
21 = 5±3

2 = {
5+3
2 = 4

5−3
2 = 1

 

 Για x = 1 είναι  f(1) = 1 – 2 = – 1 

 Για x = 4 είναι  f(4) = 16 – 8 = 8 

Άρα τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων είναι τα: 

Α(1, – 1)  και  Β(4, 8) 

β) Τα διαστήματα για τα οποία η γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τη γραφική 

παράσταση της g είναι εκείνα για τα οποία ισχύει: 

f(x) < g(x)  x2 – 2x < 3x – 4  

 x2 – 5x + 4 < 0 

Τις ρίζες του τριωνύμου  x2 – 5x + 4 τις προσδιορίσαμε στο σκέλος (α). 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –        1                4          +  

 x2 – 5x + 4 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 5x + 4 < 0  1 < x < 4  x(1, 4) 

γ) Kάθε ευθεία της μορφής y = α, με α < – 1, βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση της 

f αν και μόνο αν ισχύει: 

f (x) > α  για κάθε α < – 1 

Τότε: 

x2 – 2x > α  x2 – 2x – α > 0 

Η ανίσωση ισχύει διότι το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– α) = 

= 4 + 4α = 4(1 + α) < 0,  

για κάθε α < – 1 

Συνεπώς κάθε ευθεία με εξίσωση y = α, με α < – 1, βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f .  
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190  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η εξίσωση γράφεται: 

(x – 2)2 = λ(4x – 3)  

 x2 – 4x + 4 = 4λx – 3λ  

 x2 – 4x – 4λx + 4 + 3λ = 0  

 x2 – 4(1 + λ)x + 4 + 3λ = 0 

β) Το τριώνυμο x2 – 4(1 + λ)x + 4 + 3λ έχει α = 1, β = – 4(1 + λ), γ = 4 + 3λ και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [– 4(1 + λ)]2 – 4  1  (4 + 3λ) =  

= 16 + 32λ + 16λ2 – 16 – 12λ =  

= 16λ2 + 20λ     

Η εξίσωση έχει πραγματικές και άνισες ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  16λ2 + 20λ > 0  4λ2 + 5λ > 0 

Το τριώνυμο  4λ2 + 5λ  έχει ρίζες τις: 

4λ2 + 5λ = 0  λ(4λ + 5) = 0  

 (λ = −  5 
4   ή  λ = 0) 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 λ –     −  5 
4              0          +  

 4λ2 + 5λ + – +  

Επομένως ισχύει: 

4λ2 + 5λ > 0  (λ < −  5 
4   ή  λ > 0)  

 λ(−∞, −  5 
4 )(0, +∞) 

γ)    i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α = − −4(1+λ)

1  = 4(1 + λ)   και 

  P = x1x2 =  γ 
α = 4+3λ

1  = 4 + 3λ 

ii) Είναι: 

Α = (4x1 – 3)(4x2 – 3) =  

= 16x1x2 – 12x1 – 12x2 + 9 = 

= 16x1x2 – 12(x1 + x2) + 9 =  

= 16(4 + 3λ) – 12 ∙ 4(1 + λ) + 9 = 

= 64 + 48λ – 48 – 48λ + 9 = 25 

 
 



Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

136

ΤΜ

α) Η εξίσωση γράφεται: 

(x – 2)2 = λ(4x – 3)  

 x2 – 4x + 4 = 4λx – 3λ  

 x2 – 4x – 4λx + 4 + 3λ = 0  

 x2 – 4(1 + λ)x + 4 + 3λ = 0 

β) Το τριώνυμο x2 – 4(1 + λ)x + 4 + 3λ έχει α = 1, β = – 4(1 + λ), γ = 4 + 3λ και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  [– 4(1 + λ)]2 – 4  1  (4 + 3λ) =  

= 16 + 32λ + 16λ2 – 16 – 12λ =  

= 16λ2 + 20λ     

Η εξίσωση έχει πραγματικές και άνισες ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  16λ2 + 20λ > 0  4λ2 + 5λ > 0 

Το τριώνυμο  4λ2 + 5λ  έχει ρίζες τις: 

4λ2 + 5λ = 0  λ(4λ + 5) = 0  

 (λ = −  5 
4   ή  λ = 0) 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 λ –     −  5 
4              0          +  

 4λ2 + 5λ + – +  

Επομένως ισχύει: 

4λ2 + 5λ > 0  (λ < −  5 
4   ή  λ > 0)  

 λ(−∞, −  5 
4 )(0, +∞) 

γ)    i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α = − −4(1+λ)

1  = 4(1 + λ)   και 

  P = x1x2 =  γ 
α = 4+3λ

1  = 4 + 3λ 

ii) Είναι: 

Α = (4x1 – 3)(4x2 – 3) =  

= 16x1x2 – 12x1 – 12x2 + 9 = 

= 16x1x2 – 12(x1 + x2) + 9 =  

= 16(4 + 3λ) – 12 ∙ 4(1 + λ) + 9 = 

= 64 + 48λ – 48 – 48λ + 9 = 25 

 
 
191  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο x2 − λx − (λ2 + 5) έχει α = 1, β = – λ, γ = – ( λ2 +5) και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– λ)2 – 4  1  [– ( λ2 +5) ]= λ2+ 4λ2 +20 = 5λ2 +20    

  

β) Έχουμε 5λ2 ≥ 0 για κάθε λ ∈ R και 20 > 0 οπότε Δ > 0, για κάθε λR η εξίσωση   

         x2 − λx − (λ2 + 5)=0 

     έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες για κάθε λR. 

 

γ) (x1 − 2) ∙ (x2 − 2) = −4  x1x2 − 2x1 − 2x2 + 4 = −4  x1x2 − 2(x1 + x2) + 8 = 0 (1) 

Από τους τύπους Vieta έχουμε x1 + x2 = S = −β
α = λ και x1x2 = P = γ

α = – ( λ2  + 5)  

Η εξίσωση (1) γίνεται: 

– ( λ2  + 5) − 2λ + 8 = 0 – λ2 − 2λ + 3 = 0  λ2 + 2λ − 3 = 0 

Το τριώνυμο λ2 + 2λ − 3 έχει α = 1, β = 2, γ = – 3 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =22 − 4 ∙ 1 ∙ (−3) = 4 + 12 = 16 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

λ1,2 = −β±√Δ
2α = −2±√16

21 = −2±4
2 = {

−2+4
2 = 1

−2−4
2 = −3

 

 

α) Το τριώνυμο x2 − λx − (λ2 + 5) έχει α = 1, β = – λ, γ = – ( λ2 +5) και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– λ)2 – 4  1  [– ( λ2 +5) ]= λ2+ 4λ2 +20 = 5λ2 +20    

  

β) Έχουμε 5λ2 ≥ 0 για κάθε λ ∈ R και 20 > 0 οπότε Δ > 0, για κάθε λR η εξίσωση   

         x2 − λx − (λ2 + 5)=0 

     έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες για κάθε λR. 

 

γ) (x1 − 2) ∙ (x2 − 2) = −4  x1x2 − 2x1 − 2x2 + 4 = −4  x1x2 − 2(x1 + x2) + 8 = 0 (1) 

Από τους τύπους Vieta έχουμε x1 + x2 = S = −β
α = λ και x1x2 = P = γ

α = – ( λ2  + 5)  

Η εξίσωση (1) γίνεται: 

– ( λ2  + 5) − 2λ + 8 = 0 – λ2 − 2λ + 3 = 0  λ2 + 2λ − 3 = 0 

Το τριώνυμο λ2 + 2λ − 3 έχει α = 1, β = 2, γ = – 3 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =22 − 4 ∙ 1 ∙ (−3) = 4 + 12 = 16 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

λ1,2 = −β±√Δ
2α = −2±√16

21 = −2±4
2 = {

−2+4
2 = 1

−2−4
2 = −3

 

 192  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – 3x – 4 έχει α = 1, β = – 3, γ = – 4 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  1  (– 4) = 9 + 16 = 25 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−3)±√25

21 = 3±5
2 = {

3+5
2 = 4

3−5
2 = −1

 

β) i) Ο αριθμός  α 
β   είναι λύση της εξίσωσης  (1) αν και μόνο αν την επαληθεύει, δηλαδή αν και  

       μόνο αν ισχύει: 

( α 
β )

2
− 3  α 

β − 4 = 0  α
2

β2 − 3  α 
β − 4 = 0   

 α2 – 3αβ – 4β2 = 0, 

το οποίο ισχύει από υπόθεση. 

ii) Οι λύσεις της εξίσωσης (1) είναι x1 = 4  ή  x2 = – 1. Στο σκέλος (βi) αποδείξαμε ότι ο 

αριθμός  α 
β   είναι λύση της εξίσωσης  (1)  άρα πρέπει: 

 α 
β  = 4  ή   α 

β  = – 1 

Επειδή οι α, β είναι ομόσημοι η περίπτωση  α 
β  = – 1 απορρίπτεται. Άρα ισχύει: 

 α 
β  = 4  α = 4β 

      δηλαδή, ο α είναι τετραπλάσιος του β. 
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α) Το τριώνυμο x2 – 3x – 4 έχει α = 1, β = – 3, γ = – 4 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  1  (– 4) = 9 + 16 = 25 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−3)±√25

21 = 3±5
2 = {

3+5
2 = 4

3−5
2 = −1

 

β) i) Ο αριθμός  α 
β   είναι λύση της εξίσωσης  (1) αν και μόνο αν την επαληθεύει, δηλαδή αν και  

       μόνο αν ισχύει: 

( α 
β )

2
− 3  α 

β − 4 = 0  α
2

β2 − 3  α 
β − 4 = 0   

 α2 – 3αβ – 4β2 = 0, 

το οποίο ισχύει από υπόθεση. 

ii) Οι λύσεις της εξίσωσης (1) είναι x1 = 4  ή  x2 = – 1. Στο σκέλος (βi) αποδείξαμε ότι ο 

αριθμός  α 
β   είναι λύση της εξίσωσης  (1)  άρα πρέπει: 

 α 
β  = 4  ή   α 

β  = – 1 

Επειδή οι α, β είναι ομόσημοι η περίπτωση  α 
β  = – 1 απορρίπτεται. Άρα ισχύει: 

 α 
β  = 4  α = 4β 

      δηλαδή, ο α είναι τετραπλάσιος του β. 

193  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

α20 – α10 = α1 + (20 – 1)ω – [α1 + (10 – 1)ω] = 

= α1 + 19ω – α1 – 9ω = 10ω 

β) Ισχύει ότι: 

α20 – α10 = 30  10ω = 30   ω = 3 

Τότε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω  αν = 1 + (ν – 1)3  

 αν = 1 + 3ν – 3  

 αν = 3ν – 2 

γ) Είναι: 

αν > 30  3ν – 2 > 30  

 3ν > 32  ν > 323   10,6 

Άρα ο πρώτος όρος της προόδου που ξεπερνάει το 30 είναι ο 11ος. 

δ) Ισχύει ότι: 

αν < 60  3ν – 2 < 60   

 3ν < 62  ν < 623   20,6 

     Επομένως 20 όροι είναι μικρότεροι του 60. 
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α) Είναι: 

α20 – α10 = α1 + (20 – 1)ω – [α1 + (10 – 1)ω] = 

= α1 + 19ω – α1 – 9ω = 10ω 

β) Ισχύει ότι: 

α20 – α10 = 30  10ω = 30   ω = 3 

Τότε: 

αν = α1 + (ν – 1)ω  αν = 1 + (ν – 1)3  

 αν = 1 + 3ν – 3  

 αν = 3ν – 2 

γ) Είναι: 

αν > 30  3ν – 2 > 30  

 3ν > 32  ν > 323   10,6 

Άρα ο πρώτος όρος της προόδου που ξεπερνάει το 30 είναι ο 11ος. 

δ) Ισχύει ότι: 

αν < 60  3ν – 2 < 60   

 3ν < 62  ν < 623   20,6 

     Επομένως 20 όροι είναι μικρότεροι του 60. 

194  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f είναι το R αν και μόνο αν: 

x2 – x +  α 
4  ≥ 0, για κάθε xR 

Ο συντελεστής του x2 είναι α = 1 > 0 οπότε το τριώνυμο είναι μη αρνητικό αν και μόνο αν: 

Δ ≤ 0  (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙  α 
4   1 – α ≤ 0  α ≥ 1 

β) i) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(0,  1 
2 ) αν και μόνο αν: 

f(0) =   1  
2   √02 − 0 +  α 

4  =  1 
2   (√ α 

4 )
2
 = ( 1 

2 )
2
   α 

4  =  1 
4   α = 1 

ii) Για α = 1 ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = √x2 − x +  1 
4 =√𝑥𝑥2 − 2 ∙ 𝑥𝑥 ∙ 1

2 + (1
2)2 = √(𝑥𝑥 − 1

2)2 = |𝑥𝑥 − 1
2| 

Τότε: 

f(x) =  1 
2   |𝑥𝑥 − 1

2 |=  1 
2   

 (𝑥𝑥 − 1
2 = 1

2 ή 𝑥𝑥 − 1
2 = − 1

2)  (𝑥𝑥 = 1
2 + 1

2 ή 𝑥𝑥 = − 1
2 + 1

2)  

 (x = 1  ή  x = 0) 

α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f είναι το R αν και μόνο αν: 

x2 – x +  α 
4  ≥ 0, για κάθε xR 

Ο συντελεστής του x2 είναι α = 1 > 0 οπότε το τριώνυμο είναι μη αρνητικό αν και μόνο αν: 

Δ ≤ 0  (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙  α 
4   1 – α ≤ 0  α ≥ 1 

β) i) Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(0,  1 
2 ) αν και μόνο αν: 

f(0) =   1  
2   √02 − 0 +  α 

4  =  1 
2   (√ α 

4 )
2
 = ( 1 

2 )
2
   α 

4  =  1 
4   α = 1 

ii) Για α = 1 ο τύπος της f γράφεται: 

f(x) = √x2 − x +  1 
4 =√𝑥𝑥2 − 2 ∙ 𝑥𝑥 ∙ 1

2 + (1
2)2 = √(𝑥𝑥 − 1

2)2 = |𝑥𝑥 − 1
2| 

Τότε: 

f(x) =  1 
2   |𝑥𝑥 − 1

2 |=  1 
2   

 (𝑥𝑥 − 1
2 = 1

2 ή 𝑥𝑥 − 1
2 = − 1

2)  (𝑥𝑥 = 1
2 + 1

2 ή 𝑥𝑥 = − 1
2 + 1

2)  

 (x = 1  ή  x = 0) 

195  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 − x + λ – λ2  έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 1 – 4λ + 4λ2 = (1 – 2λ)2    

Επειδή είναι Δ ≥ 0, για κάθε λR η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Η εξίσωση έχει δύο (πραγματικές) ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (1 – 2λ)2 > 0  

 1 – 2λ ≠ 0  λ ≠  1 
2  

Επομένως η εξίσωση (1) έχει δύο πραγματικές ρίζες για κάθε λR− { 1 
2 }. 

γ) Οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√(1−2λ)2

21 = 1±(1−2λ)
2 = {

1+1−2λ
2 = 1 − λ

1−1+2λ
2 = λ

 

Τότε: 

0 < d(x1, x2) < 2  0 < |x1 – x2| < 2  

 0 < |1 – λ – λ| < 2  0 < |1 – 2λ| < 2  

 (0 < |1 – 2λ|  και   |1 – 2λ| < 2)  

 (1 – 2λ ≠ 0  και   – 2 < 1 – 2λ < 2)  

 (2λ ≠ 1  και   – 3 < – 2λ < 1)  

 (λ ≠  1 
2   και −  1 

2 < λ <  3 
2 )  

 λ(−  1 
2 ,  1 

2 ) ∪ ( 1 
2 ,  3 

2 ) 
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α) Το τριώνυμο x2 − x + λ – λ2  έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 1 – 4λ + 4λ2 = (1 – 2λ)2    

Επειδή είναι Δ ≥ 0, για κάθε λR η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Η εξίσωση έχει δύο (πραγματικές) ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (1 – 2λ)2 > 0  

 1 – 2λ ≠ 0  λ ≠  1 
2  

Επομένως η εξίσωση (1) έχει δύο πραγματικές ρίζες για κάθε λR− { 1 
2 }. 

γ) Οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(−1)±√(1−2λ)2

21 = 1±(1−2λ)
2 = {

1+1−2λ
2 = 1 − λ

1−1+2λ
2 = λ

 

Τότε: 

0 < d(x1, x2) < 2  0 < |x1 – x2| < 2  

 0 < |1 – λ – λ| < 2  0 < |1 – 2λ| < 2  

 (0 < |1 – 2λ|  και   |1 – 2λ| < 2)  

 (1 – 2λ ≠ 0  και   – 2 < 1 – 2λ < 2)  

 (2λ ≠ 1  και   – 3 < – 2λ < 1)  

 (λ ≠  1 
2   και −  1 

2 < λ <  3 
2 )  

 λ(−  1 
2 ,  1 

2 ) ∪ ( 1 
2 ,  3 

2 ) 

196  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – x + (λ – λ2) έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2  και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (–1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 1 – 4λ + 4λ2  = (1 – 2λ)2 

Επειδή Δ = (1 – 2λ)2 ≥ 0, η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λR. 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (1 – 2λ)2 > 0  1 – 2λ ≠ 0  λ ≠  1 
2  

Τελικά η εξίσωση έχει δύο ρίζες για λR− { 1
 2 }. 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α  = − −1

1  = 1  και  P = x1x2 =   γ 
α  =  λ−λ2

1  = λ – λ2 

Τότε: 

d(x1, x2) = 1
d(x1, x2)  d(x1, x2)  d(x1, x2) = 1  

 d2(x1, x2) = 1  

 |x1 – x2|2 = 1  

 x1
2 + x2

2 − 2x1x2 = 1  

 (x1 + x2)2 – 2x1x2 – 2x1x2 = 1  

 (x1 + x2)2 – 4x1x2 – 1 = 0  

 12 – 4(λ – λ2) – 1 = 0  

 – 4(λ – λ2) = 0  λ – λ2 = 0  

 λ(1 – λ) = 0  (λ = 0  ή  1 – λ = 0)  

 (λ = 0  ή  λ = 1) 
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α) Το τριώνυμο x2 – x + (λ – λ2) έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2  και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (–1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 1 – 4λ + 4λ2  = (1 – 2λ)2 

Επειδή Δ = (1 – 2λ)2 ≥ 0, η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε λR. 

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (1 – 2λ)2 > 0  1 – 2λ ≠ 0  λ ≠  1 
2  

Τελικά η εξίσωση έχει δύο ρίζες για λR− { 1
 2 }. 

γ) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α  = − −1

1  = 1  και  P = x1x2 =   γ 
α  =  λ−λ2

1  = λ – λ2 

Τότε: 

d(x1, x2) = 1
d(x1, x2)  d(x1, x2)  d(x1, x2) = 1  

 d2(x1, x2) = 1  

 |x1 – x2|2 = 1  

 x1
2 + x2

2 − 2x1x2 = 1  

 (x1 + x2)2 – 2x1x2 – 2x1x2 = 1  

 (x1 + x2)2 – 4x1x2 – 1 = 0  

 12 – 4(λ – λ2) – 1 = 0  

 – 4(λ – λ2) = 0  λ – λ2 = 0  

 λ(1 – λ) = 0  (λ = 0  ή  1 – λ = 0)  

 (λ = 0  ή  λ = 1) 

197  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 − x + (λ – λ2) έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 

= 1 – 4λ + 4λ2 = (1 – 2λ)2    

Επειδή είναι Δ ≥ 0, για κάθε λR η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Η εξίσωση έχει δύο (πραγματικές) ρίζες ίσες αν και μόνο αν: 

Δ = 0  (1 – 2λ)2 = 0  

 1 – 2λ = 0  λ =  1 
2  

γ) Για να έχει η συνάρτηση πεδίο ορισμού το R αρκεί να ισχύει: 

x2 − x + λ – λ2 ≥ 0, για κάθε xR 

Επειδή ο συντελεστής του x2 είναι α = 1 > 0, πρέπει: 

Δ ≤ 0  (1 – 2λ)2 ≤ 0  

 (1 – 2λ)2 = 0  1 – 2λ = 0  

 λ =  1 
2  
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i) Το τριώνυμο x2 − x + (λ – λ2) έχει α = 1, β = – 1, γ = λ – λ2 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 1)2 – 4  1  (λ – λ2) = 

= 1 – 4λ + 4λ2 = (1 – 2λ)2    

Επειδή είναι Δ ≥ 0, για κάθε λR το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες. 

ii) Το τριώνυμο έχει δύο (πραγματικές) ρίζες ίσες αν και μόνο αν: 

Δ = 0  (1 – 2λ)2 = 0  

 1 – 2λ = 0  λ =  1 
2  

γ) i) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

x1 < x1+x2
2  < x2  (x1 < x1+x2

2   και  x1+x2
2 < x2)  

 (2x1 < x1 + x2  και  x1 + x2 < 2x2)  

 (x1 < x2  και  x1 < x2)  x1 < x2, 

    που ισχύει από υπόθεση. 

ii) Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

 x –                      x1     
x1+x2

2              x2      x2 + 1      +  

 x2 − x + λ – λ2 + – +  

Είναι: 

f(x2) = 0, f(x1+x2
2 ) < 0, f(x2 + 1) > 0 

Άρα: 

f(x1+x2
2 ) < f(x2) < f(x2 + 1) 

199  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Αντικαθιστούμε στην δοθείσα ισότητα x = – 5 και βρίσκουμε: 

λ = (2(– 5) + 5)2 – 8  (– 5) = 

= (– 10 + 5)2 + 40 = (– 5)2 + 40 = 

= 25 + 40 = 65 

β) Αντικαθιστούμε στην δοθείσα ισότητα λ = 20 και βρίσκουμε: 

20 = (2x + 5)2 – 8x   

 20 = 4x2 + 20x + 25 – 8x  

 4x2 + 12x + 5 = 0 

Το τριώνυμο 4x2 + 12x + 5 έχει α = 4, β = 12, γ = 5 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 122 – 4  4  5 = 144 – 80 = 64 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −12±√64

24 = −12±8
8 = {

−12+8
8 = −  1 

2
−12−8

8 = − 5
 2 

 

γ) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

λ = (2x + 5)2 – 8x  λ = 4x2 + 20x + 25 – 8x  

 4x2 + 12x + (25 – λ) = 0  (2) 

i) Έστω ότι ο εξαγόμενος αριθμός μπορεί να γίνει λ = 5. Αντικαθιστώντας στη σχέση (2) 

βρίσκουμε: 

4x2 + 12x + (25 – 5) = 0  

 4x2 + 12x + 20 = 0  

 x2 + 3x + 5 = 0  (3) 

Η εξίσωση (3) είναι αδύνατη διότι έχει διακρίνουσα Δ = – 11 < 0. Αυτό όμως είναι άτοπο. 

ii) Το τριώνυμο 4x2 + 12x + (25 – λ) έχει α = 4, β = 12, γ = 25 – λ. 

Πρέπει η εξίσωση (2) να έχει πραγματικές ρίζες. Αυτό συμβαίνει αν και μόνο αν: 

Δ0 ≥ 0  β2 – 4αγ ≥ 0  

 122 – 4  4  (25 – λ) ≥ 0  

 144 – 400 + 16λ ≥ 0  

 16λ ≥ 256  λ ≥ 16 
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α) Αντικαθιστούμε στην δοθείσα ισότητα x = – 5 και βρίσκουμε: 

λ = (2(– 5) + 5)2 – 8  (– 5) = 

= (– 10 + 5)2 + 40 = (– 5)2 + 40 = 

= 25 + 40 = 65 

β) Αντικαθιστούμε στην δοθείσα ισότητα λ = 20 και βρίσκουμε: 

20 = (2x + 5)2 – 8x   

 20 = 4x2 + 20x + 25 – 8x  

 4x2 + 12x + 5 = 0 

Το τριώνυμο 4x2 + 12x + 5 έχει α = 4, β = 12, γ = 5 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 122 – 4  4  5 = 144 – 80 = 64 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −12±√64

24 = −12±8
8 = {

−12+8
8 = −  1 

2
−12−8

8 = − 5
 2 

 

γ) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

λ = (2x + 5)2 – 8x  λ = 4x2 + 20x + 25 – 8x  

 4x2 + 12x + (25 – λ) = 0  (2) 

i) Έστω ότι ο εξαγόμενος αριθμός μπορεί να γίνει λ = 5. Αντικαθιστώντας στη σχέση (2) 

βρίσκουμε: 

4x2 + 12x + (25 – 5) = 0  

 4x2 + 12x + 20 = 0  

 x2 + 3x + 5 = 0  (3) 

Η εξίσωση (3) είναι αδύνατη διότι έχει διακρίνουσα Δ = – 11 < 0. Αυτό όμως είναι άτοπο. 

ii) Το τριώνυμο 4x2 + 12x + (25 – λ) έχει α = 4, β = 12, γ = 25 – λ. 

Πρέπει η εξίσωση (2) να έχει πραγματικές ρίζες. Αυτό συμβαίνει αν και μόνο αν: 

Δ0 ≥ 0  β2 – 4αγ ≥ 0  

 122 – 4  4  (25 – λ) ≥ 0  

 144 – 400 + 16λ ≥ 0  

 16λ ≥ 256  λ ≥ 16 

200  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α  = − −β

1  = β 

Είναι: 

|x1 + x2| = 4  |S| = 4  

 |β| = 4  (β = – 4  ή  β = 4) 

β) Επειδή η δοθείσα εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες ισχύει ότι: 

Δ > 0  β2 – 4γ > 0  

 |β|2 > 4γ  16 > 4γ  

 γ < 4 

γ)  Για β = 4 η εξίσωση (1) γράφεται: 

x2 – 4|x| + 3 = 0  |x|2 – 4|x| + 3 = 0 (2) 

Θέτουμε στην εξίσωση (2) |x| = y (3)  με y>0 και βρίσκουμε: 

y2 – 4y + 3 = 0  (4) 

Η εξίσωση (4) έχει διακρίνουσα Δ = (– 4)2 – 4  1  3 = 16 – 12 = 4 και ρίζες τις: 

y1,2 = −β±√Δ
2α = −(−4)±√4

21 = 4±2
2 = {

4+2
2 = 3

4−2
2 = 1

δεκτές 

 Για y = 3 η σχέση (3) δίνει: 

|x| = 3  (x = 3  ή  x = – 3) 

 Για y = 1 η σχέση (3) δίνει: 

|x| = 1  (x = 1  ή  x = – 1) 

 Για β = – 4 η εξίσωση (1) γράφεται: 

x2 – (– 4)|x| + 3 = 0  |x|2 + 4|x| + 3 = 0 (5) 

Θέτουμε στην εξίσωση (5) |x| = ω (6) με ω>0 και βρίσκουμε: 

ω2 + 4ω + 3 = 0  (7) 

Η εξίσωση (7) έχει διακρίνουσα Δ = 42 – 4  1  3 = 16 – 12 = 4 και ρίζες τις: 

ω1,2 = −β±√Δ
2α = −4±√4

21 = −4±2
2 = {

−4+2
2 = −1

−4−2
2 = −3

απορρίπτονται 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

143

α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β 
α  = − −β

1  = β 

Είναι: 

|x1 + x2| = 4  |S| = 4  

 |β| = 4  (β = – 4  ή  β = 4) 

β) Επειδή η δοθείσα εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες ισχύει ότι: 

Δ > 0  β2 – 4γ > 0  

 |β|2 > 4γ  16 > 4γ  

 γ < 4 

γ)  Για β = 4 η εξίσωση (1) γράφεται: 

x2 – 4|x| + 3 = 0  |x|2 – 4|x| + 3 = 0 (2) 

Θέτουμε στην εξίσωση (2) |x| = y (3)  με y>0 και βρίσκουμε: 

y2 – 4y + 3 = 0  (4) 

Η εξίσωση (4) έχει διακρίνουσα Δ = (– 4)2 – 4  1  3 = 16 – 12 = 4 και ρίζες τις: 

y1,2 = −β±√Δ
2α = −(−4)±√4

21 = 4±2
2 = {

4+2
2 = 3

4−2
2 = 1

δεκτές 

 Για y = 3 η σχέση (3) δίνει: 

|x| = 3  (x = 3  ή  x = – 3) 

 Για y = 1 η σχέση (3) δίνει: 

|x| = 1  (x = 1  ή  x = – 1) 

 Για β = – 4 η εξίσωση (1) γράφεται: 

x2 – (– 4)|x| + 3 = 0  |x|2 + 4|x| + 3 = 0 (5) 

Θέτουμε στην εξίσωση (5) |x| = ω (6) με ω>0 και βρίσκουμε: 

ω2 + 4ω + 3 = 0  (7) 

Η εξίσωση (7) έχει διακρίνουσα Δ = 42 – 4  1  3 = 16 – 12 = 4 και ρίζες τις: 

ω1,2 = −β±√Δ
2α = −4±√4

21 = −4±2
2 = {

−4+2
2 = −1

−4−2
2 = −3

απορρίπτονται 

201  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο x2 − λx + 1 έχει α = 1, β = – λ, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– λ)2 – 4  1  1 = λ2 – 4 

Η εξίσωση (1) έχει ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  λ2 – 4 > 0  

 λ2 > 4  √λ2 > √4  

 |λ| > 2  (λ < – 2 ή λ > 2) 

β) Αφού ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1) την επαληθεύει, ισχύει δηλαδή ότι: 

ρ2 – λρ + 1 = 0  (2) προφανώς 𝜌𝜌 ≠ 0 

Ο αριθμός  1 ρ  είναι ρίζα της εξίσωσης (1) αν και μόνο αν: 

1
ρ2 − λ 1 ρ  + 1 = 0 

∙ρ2
⇔  

1 – λρ + ρ2 = 0  

 ρ2 – λρ + 1 = 0, 

που ισχύει λόγω της (2). 

γ) i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α = −
−λ
1  = λ > 0   και 

  P = x1x2 =  γ α =
  1  
1  = 1 

     Επειδή S > 0 και Ρ > 0 οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι αριθμοί θετικοί. 

ii) Ισχύει ότι: 

P = x1x2 = 1  x2 = 1x1  (3) 

    Τότε: 

x1 + 4x2 ≥ 4 
(3)
⇔ x1 + 4 1x1 ≥ 4 

x1>0⇔    

 x12 + 4 ≥ 4x1  x12 – 4x1 + 4 ≥ 0  

 (x1 – 2)2 ≥ 0, ισχύει 
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ΤΜ

α) Το τριώνυμο x2 − λx + 1 έχει α = 1, β = – λ, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– λ)2 – 4  1  1 = λ2 – 4 

Η εξίσωση (1) έχει ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  λ2 – 4 > 0  

 λ2 > 4  √λ2 > √4  

 |λ| > 2  (λ < – 2 ή λ > 2) 

β) Αφού ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1) την επαληθεύει, ισχύει δηλαδή ότι: 

ρ2 – λρ + 1 = 0  (2) προφανώς 𝜌𝜌 ≠ 0 

Ο αριθμός  1 ρ  είναι ρίζα της εξίσωσης (1) αν και μόνο αν: 

1
ρ2 − λ 1 ρ  + 1 = 0 

∙ρ2
⇔  

1 – λρ + ρ2 = 0  

 ρ2 – λρ + 1 = 0, 

που ισχύει λόγω της (2). 

γ) i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α = −
−λ
1  = λ > 0   και 

  P = x1x2 =  γ α =
  1  
1  = 1 

     Επειδή S > 0 και Ρ > 0 οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι αριθμοί θετικοί. 

ii) Ισχύει ότι: 

P = x1x2 = 1  x2 = 1x1  (3) 

    Τότε: 

x1 + 4x2 ≥ 4 
(3)
⇔ x1 + 4 1x1 ≥ 4 

x1>0⇔    

 x12 + 4 ≥ 4x1  x12 – 4x1 + 4 ≥ 0  

 (x1 – 2)2 ≥ 0, ισχύει 

202  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α   1 + 2= −  β α   β = – 3α  (1) 

και   

P = x1x2 =  γ α   1 ∙ 2 =  γ 
α   γ = 2α  (2) 

β) i) Ισχύει ότι: 

αx2 + βx + γ > 0  α(x – x1)(x – x2) > 0   α(x – 1)(x – 2) > 0  (3) 

Είναι: 

1 < x < 2  (1 < x  και  x < 2)  (0 < x – 1  και  x – 2 < 0) 

Άρα  (x – 1)(x – 2) < 0. Τότε από την (3) συμπεραίνουμε ότι: 

α < 0 

ii) Ισχύει ότι: 

γx2 + βx + α < 0 
(1),(2)
⇔     

 2αx2 + (– 3α)x + α < 0  

 α(2x2 – 3x + 1) < 0 
α<0
⇔  

 2x2 – 3x + 1 > 0 

   Το τριώνυμο  2x2 – 3x + 1  έχει α = 2, β = – 3, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  2  1 = 9 – 8 = 1 > 0 

   Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−3)±√1
22 = 3±1

4 = {
3+1
4 = 1
3−1
4 =  1 

2
 

        Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         1 2                1          +  

 2x2 – 3x + 1 + – +  

   Επομένως ισχύει: 

2x2 – 3x + 1 > 0  (x <  1 
2   ή  x > 1)  

 x(−∞,  1 2 )(1, +∞) 
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α) Το τριώνυμο x2 − λx + 1 έχει α = 1, β = – λ, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– λ)2 – 4  1  1 = λ2 – 4 

Η εξίσωση (1) έχει ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  λ2 – 4 > 0  

 λ2 > 4  √λ2 > √4  

 |λ| > 2  (λ < – 2 ή λ > 2) 

β) Αφού ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1) την επαληθεύει, ισχύει δηλαδή ότι: 

ρ2 – λρ + 1 = 0  (2) προφανώς 𝜌𝜌 ≠ 0 

Ο αριθμός  1 ρ  είναι ρίζα της εξίσωσης (1) αν και μόνο αν: 

1
ρ2 − λ 1 ρ  + 1 = 0 

∙ρ2
⇔  

1 – λρ + ρ2 = 0  

 ρ2 – λρ + 1 = 0, 

που ισχύει λόγω της (2). 

γ) i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α = −
−λ
1  = λ > 0   και 

  P = x1x2 =  γ α =
  1  
1  = 1 

     Επειδή S > 0 και Ρ > 0 οι ρίζες της εξίσωσης (1) είναι αριθμοί θετικοί. 

ii) Ισχύει ότι: 

P = x1x2 = 1  x2 = 1x1  (3) 

    Τότε: 

x1 + 4x2 ≥ 4 
(3)
⇔ x1 + 4 1x1 ≥ 4 

x1>0⇔    

 x12 + 4 ≥ 4x1  x12 – 4x1 + 4 ≥ 0  

 (x1 – 2)2 ≥ 0, ισχύει 

202  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α   1 + 2= −  β α   β = – 3α  (1) 

και   

P = x1x2 =  γ α   1 ∙ 2 =  γ 
α   γ = 2α  (2) 

β) i) Ισχύει ότι: 

αx2 + βx + γ > 0  α(x – x1)(x – x2) > 0   α(x – 1)(x – 2) > 0  (3) 

Είναι: 

1 < x < 2  (1 < x  και  x < 2)  (0 < x – 1  και  x – 2 < 0) 

Άρα  (x – 1)(x – 2) < 0. Τότε από την (3) συμπεραίνουμε ότι: 

α < 0 

ii) Ισχύει ότι: 

γx2 + βx + α < 0 
(1),(2)
⇔     

 2αx2 + (– 3α)x + α < 0  

 α(2x2 – 3x + 1) < 0 
α<0
⇔  

 2x2 – 3x + 1 > 0 

   Το τριώνυμο  2x2 – 3x + 1  έχει α = 2, β = – 3, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  2  1 = 9 – 8 = 1 > 0 

   Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−3)±√1
22 = 3±1

4 = {
3+1
4 = 1
3−1
4 =  1 

2
 

        Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         1 2                1          +  

 2x2 – 3x + 1 + – +  

   Επομένως ισχύει: 

2x2 – 3x + 1 > 0  (x <  1 
2   ή  x > 1)  

 x(−∞,  1 2 )(1, +∞) 

α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = −  β α   1 + 2= −  β α   β = – 3α  (1) 

και   

P = x1x2 =  γ α   1 ∙ 2 =  γ 
α   γ = 2α  (2) 

β) i) Ισχύει ότι: 

αx2 + βx + γ > 0  α(x – x1)(x – x2) > 0   α(x – 1)(x – 2) > 0  (3) 

Είναι: 

1 < x < 2  (1 < x  και  x < 2)  (0 < x – 1  και  x – 2 < 0) 

Άρα  (x – 1)(x – 2) < 0. Τότε από την (3) συμπεραίνουμε ότι: 

α < 0 

ii) Ισχύει ότι: 

γx2 + βx + α < 0 
(1),(2)
⇔     

 2αx2 + (– 3α)x + α < 0  

 α(2x2 – 3x + 1) < 0 
α<0
⇔  

 2x2 – 3x + 1 > 0 

   Το τριώνυμο  2x2 – 3x + 1  έχει α = 2, β = – 3, γ = 1 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  2  1 = 9 – 8 = 1 > 0 

   Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−3)±√1
22 = 3±1

4 = {
3+1
4 = 1
3−1
4 =  1 

2
 

        Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         1 2                1          +  

 2x2 – 3x + 1 + – +  

   Επομένως ισχύει: 

2x2 – 3x + 1 > 0  (x <  1 
2   ή  x > 1)  

 x(−∞,  1 2 )(1, +∞) 

203  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Είναι: 

Δ = [– (α2 + β2)]2 – 4  αβ  αβ = 

= α4 + 2α2β2 + β4 – 4α2β2 = 

= α4 – 2α2β2 + β4 = (α2 – β2)2 

β) Η εξίσωση έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (α2 – β2)2 > 0  

 (α2 – β2)2 ≠ 0  α2 – β2 ≠ 0  

 (α – β)(α + β) ≠ 0  

 (α – β ≠ 0  και  α + β ≠ 0)  

 (α ≠ β  και  α ≠ – β) 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −[−(α2+β2)]±√(α2−β2)2
2αβ = α2+β2±(α2−β2)

2αβ  = 

= {
α2+β2+α2−β2

2αβ = 2α2
2αβ =

 α 
β

α2+β2−α2+β2
2αβ = 2β2

2αβ =
β
 α 

  

γ) Ισχύει ότι: 

(1 + x1)(1 + x2) ≥ 4  (1 +  α 
β ) (1 +

 β 
α ) ≥ 4  

 1 +  β α  +  α β  +  β α ∙
 α 
β  ≥ 4  

 1 +  β α  +  α β  + 1  ≥ 4  

  β α  +  α β   ≥ 2 
αβ>0
⇔   

 αβ  β α  + αβ  α β   ≥ 2αβ  

 β2 + α2 – 2αβ ≥ 0  (α – β)2 ≥ 0, 

         το οποίο ισχύει για κάθε θετικούς αριθμούς α, β. 
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ΤΜ

α) Είναι: 

Δ = [– (α2 + β2)]2 – 4  αβ  αβ = 

= α4 + 2α2β2 + β4 – 4α2β2 = 

= α4 – 2α2β2 + β4 = (α2 – β2)2 

β) Η εξίσωση έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  (α2 – β2)2 > 0  

 (α2 – β2)2 ≠ 0  α2 – β2 ≠ 0  

 (α – β)(α + β) ≠ 0  

 (α – β ≠ 0  και  α + β ≠ 0)  

 (α ≠ β  και  α ≠ – β) 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −[−(α2+β2)]±√(α2−β2)2
2αβ = α2+β2±(α2−β2)

2αβ  = 

= {
α2+β2+α2−β2

2αβ = 2α2
2αβ =

 α 
β

α2+β2−α2+β2
2αβ = 2β2

2αβ =
β
 α 

  

γ) Ισχύει ότι: 

(1 + x1)(1 + x2) ≥ 4  (1 +  α 
β ) (1 +

 β 
α ) ≥ 4  

 1 +  β α  +  α β  +  β α ∙
 α 
β  ≥ 4  

 1 +  β α  +  α β  + 1  ≥ 4  

  β α  +  α β   ≥ 2 
αβ>0
⇔   

 αβ  β α  + αβ  α β   ≥ 2αβ  

 β2 + α2 – 2αβ ≥ 0  (α – β)2 ≥ 0, 

         το οποίο ισχύει για κάθε θετικούς αριθμούς α, β. 

204  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

α) Το τριώνυμο 3x2 + κx – 4 έχει α = 3, β = κ, γ = – 4 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  κ2 – 4  3  (– 4) = κ2 + 48 

Επειδή ισχύει Δ > 0, για κάθε κR το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές και άνισες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

P = x1x2 =  γ 
α = −4

3  < 0 

Άρα οι ρίζες είναι ετερόσημες. 

γ) Επειδή x1 < x2 και οι ρίζες είναι ετερόσημες, ισχύει ότι: 

x1 < 0  και  x2 > 0 

Επίσης είναι: α < x1 < x2 < β, άρα: 

α < 0  και  β > 0  (1) 

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –   α     x1             x2   β    +  

 3x2 + κx – 4 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

f(α) > 0  και  f(β) > 0  (2) 

Από τις ανισώσεις των σχέσεων (1) και (2) βρίσκουμε: 

α ∙ f(α) ∙ β ∙ f(β) < 0 
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α) Το τριώνυμο 3x2 + κx – 4 έχει α = 3, β = κ, γ = – 4 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  κ2 – 4  3  (– 4) = κ2 + 48 

Επειδή ισχύει Δ > 0, για κάθε κR το τριώνυμο έχει ρίζες πραγματικές και άνισες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

P = x1x2 =  γ 
α = −4

3  < 0 

Άρα οι ρίζες είναι ετερόσημες. 

γ) Επειδή x1 < x2 και οι ρίζες είναι ετερόσημες, ισχύει ότι: 

x1 < 0  και  x2 > 0 

Επίσης είναι: α < x1 < x2 < β, άρα: 

α < 0  και  β > 0  (1) 

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –   α     x1             x2   β    +  

 3x2 + κx – 4 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

f(α) > 0  και  f(β) > 0  (2) 

Από τις ανισώσεις των σχέσεων (1) και (2) βρίσκουμε: 

α ∙ f(α) ∙ β ∙ f(β) < 0 

205  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α)  i) Αν κάποιος λείπει από το σπίτι του έχει κατανάλωση x = 0 κυβικά νερού. Επειδή  

     0[0, 30] θα αντικαταστήσουμε στον τύπο 12 + 0,5x και το ποσό που θα πληρώσει είναι: 

f(0) = 12 + 0,5 ∙ 0 = 12 ευρώ 

ii) Επειδή 10[0, 30] θα αντικαταστήσουμε στον τύπο 12 + 0,5x και το ποσό που θα 

πληρώσει για κατανάλωση 10 κυβικών μέτρων νερού είναι: 

f(10) = 12 + 0,5 ∙ 10 = 12 + 5 = 17 ευρώ 

iii) Επειδή 50(30, +∞) θα αντικαταστήσουμε στον τύπο 0,7x + 6 και το ποσό που θα 

πληρώσει για κατανάλωση 50 κυβικών μέτρων νερού είναι: 

f(50) = 0,7 ∙ 50 + 6 = 35 + 6 = 41 ευρώ 

β) Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

1η περίπτωση  

Ο κάτοικος της πόλης Α κατανάλωσε x κυβικά νερού με x[0, 30]. Επειδή ο κάτοικος της 

πόλης A πλήρωσε μεγαλύτερο λογαριασμό, θα ισχύει: 

f(x) > g(x)  12 + 0,5x > 12 + 0,6x  

 12 – 12  > 0,7x – 0,6x  

 0  > 0,1x  x < 0,  

άτοπο διότι x[0, 30]. 

Επομένως ο κάτοικος της πόλης Α δεν μπορεί να κατανάλωσε από έως και 30 κυβικά νερού. 

2η περίπτωση  

Ο κάτοικος της πόλης Α κατανάλωσε x κυβικά νερού με x(30, +∞). Επειδή ο κάτοικος 

της πόλης A πλήρωσε μεγαλύτερο λογαριασμό, θα ισχύει: 

f(x) > g(x)  0,7x + 6 > 12 + 0,6x  

 0,7x – 0,6x  > 12 – 6  

 0,1x  > 6  x > 60 

Επομένως, τόσο ο κάτοικος της πόλης Α όσο και της Β κατανάλωσε περισσότερα από 60 

κυβικά νερού. 
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α)  i) Αν κάποιος λείπει από το σπίτι του έχει κατανάλωση x = 0 κυβικά νερού. Επειδή  

     0[0, 30] θα αντικαταστήσουμε στον τύπο 12 + 0,5x και το ποσό που θα πληρώσει είναι: 

f(0) = 12 + 0,5 ∙ 0 = 12 ευρώ 

ii) Επειδή 10[0, 30] θα αντικαταστήσουμε στον τύπο 12 + 0,5x και το ποσό που θα 

πληρώσει για κατανάλωση 10 κυβικών μέτρων νερού είναι: 

f(10) = 12 + 0,5 ∙ 10 = 12 + 5 = 17 ευρώ 

iii) Επειδή 50(30, +∞) θα αντικαταστήσουμε στον τύπο 0,7x + 6 και το ποσό που θα 

πληρώσει για κατανάλωση 50 κυβικών μέτρων νερού είναι: 

f(50) = 0,7 ∙ 50 + 6 = 35 + 6 = 41 ευρώ 

β) Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

1η περίπτωση  

Ο κάτοικος της πόλης Α κατανάλωσε x κυβικά νερού με x[0, 30]. Επειδή ο κάτοικος της 

πόλης A πλήρωσε μεγαλύτερο λογαριασμό, θα ισχύει: 

f(x) > g(x)  12 + 0,5x > 12 + 0,6x  

 12 – 12  > 0,7x – 0,6x  

 0  > 0,1x  x < 0,  

άτοπο διότι x[0, 30]. 

Επομένως ο κάτοικος της πόλης Α δεν μπορεί να κατανάλωσε από έως και 30 κυβικά νερού. 

2η περίπτωση  

Ο κάτοικος της πόλης Α κατανάλωσε x κυβικά νερού με x(30, +∞). Επειδή ο κάτοικος 

της πόλης A πλήρωσε μεγαλύτερο λογαριασμό, θα ισχύει: 

f(x) > g(x)  0,7x + 6 > 12 + 0,6x  

 0,7x – 0,6x  > 12 – 6  

 0,1x  > 6  x > 60 

Επομένως, τόσο ο κάτοικος της πόλης Α όσο και της Β κατανάλωσε περισσότερα από 60 

κυβικά νερού. 
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α) Παρατηρώντας το σχήμα, τα σημεία τομής των Cf και Cg είναι κατ’ εκτίμηση τα Α(1,  1)  

και Β(4, 2). 
β) Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = R  και η  g  το Β = R  Τα σημεία τομής τους  

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 
y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  |x – 2| =   (1) 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

1η περίπτωση 

Για  x ≥ 2, είναι  |x – 2| = x – 2 οπότε η (1) γράφεται: 

x – 2 =   3x – 6 = x + 2  

 3x – x = 6 + 2  

 2x = 8  x = 4, δεκτή 

Για  x = 4  είναι  f(4) = |4 – 2| = 2. 

Άρα το σημείο τομής των Cf και Cg είναι το Α(4, 2). 

2η περίπτωση 

 Για  x ≤ 2, είναι  |x – 2| = – (x – 2) = 2 – x οπότε η (1) γράφεται: 

2 – x =   6 – 3x = x + 2  

 6 – 2 = x + 3x  

 4x = 4  x = 1, δεκτή 

Για  x = 1  είναι  f(1) = |1 – 2| = 1. 

Άρα το σημείο τομής των Cf και Cg είναι το Β(1, 1). 

γ) Από το διάγραμμα που δίνεται διαπιστώνουμε ότι η  Cf βρίσκεται πάνω από τη Cg  αν και 

μόνο αν x(–∞, 1)(4, +∞). 

δ) Η παράσταση Κ έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν: 

3|2 – x| – (x + 2) ≥ 0  3|2 – x| ≥ (x + 2)  

 |2 – x| ≥ x +   

 f(x) ≥ g(x) 

Επομένως αναζητούμε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω 
από τη γραφική παράσταση της g καθώς και τα σημεία στα οποία είναι ίσες. Από το 

σκέλος (γ) βρίσκουμε ότι: 

f(x) ≥ g(x)  x(–∞, 1][4, +∞) 
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α) Παρατηρώντας το σχήμα, τα σημεία τομής των Cf και Cg είναι κατ’ εκτίμηση τα Α(1,  1)  

και Β(4, 2). 
β) Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = R  και η  g  το Β = R  Τα σημεία τομής τους  

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 
y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  |x – 2| =   (1) 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

1η περίπτωση 

Για  x ≥ 2, είναι  |x – 2| = x – 2 οπότε η (1) γράφεται: 

x – 2 =   3x – 6 = x + 2  

 3x – x = 6 + 2  

 2x = 8  x = 4, δεκτή 

Για  x = 4  είναι  f(4) = |4 – 2| = 2. 

Άρα το σημείο τομής των Cf και Cg είναι το Α(4, 2). 

2η περίπτωση 

 Για  x ≤ 2, είναι  |x – 2| = – (x – 2) = 2 – x οπότε η (1) γράφεται: 

2 – x =   6 – 3x = x + 2  

 6 – 2 = x + 3x  

 4x = 4  x = 1, δεκτή 

Για  x = 1  είναι  f(1) = |1 – 2| = 1. 

Άρα το σημείο τομής των Cf και Cg είναι το Β(1, 1). 

γ) Από το διάγραμμα που δίνεται διαπιστώνουμε ότι η  Cf βρίσκεται πάνω από τη Cg  αν και 

μόνο αν x(–∞, 1)(4, +∞). 

δ) Η παράσταση Κ έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν: 

3|2 – x| – (x + 2) ≥ 0  3|2 – x| ≥ (x + 2)  

 |2 – x| ≥ x +   

 f(x) ≥ g(x) 

Επομένως αναζητούμε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω 
από τη γραφική παράσταση της g καθώς και τα σημεία στα οποία είναι ίσες. Από το 

σκέλος (γ) βρίσκουμε ότι: 

f(x) ≥ g(x)  x(–∞, 1][4, +∞) 
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α) Το τριώνυμο λx2 + (2λ – 1)x + λ – 1 έχει α = λ, β = 2λ – 1, γ = λ – 1 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (2λ – 1)2 – 4  λ  (λ – 1) = 

= 4λ2 – 4λ + 1 – 4λ2 + 4λ = 1 

Άρα η διακρίνουσα Δ είναι σταθερή. 
β) Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(2λ−1)±√1

2λ = 1−2λ±1
2λ = {

2−2λ
2λ = 1−λ

λ
−2λ
2λ = −1

  

γ) Η απόσταση των ριζών της εξίσωσης στον άξονα των πραγματικών αριθμών είναι |x2 – x1|. 

Τότε: 

|x2 – x1| = 2  |−1 − 1−λ
λ

| = 2  

 |−λ−1+λ
λ

| = 2  | 1 
λ

| = 2  

 ( 1 
λ = 2  ή   1 

λ = −2)  

 (λ = 1
 2   ή  λ = −  1 

2
) 
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ΤΜ

α) Το τριώνυμο λx2 + (2λ – 1)x + λ – 1 έχει α = λ, β = 2λ – 1, γ = λ – 1 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (2λ – 1)2 – 4  λ  (λ – 1) = 

= 4λ2 – 4λ + 1 – 4λ2 + 4λ = 1 

Άρα η διακρίνουσα Δ είναι σταθερή. 
β) Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 = −β±√Δ
2α = −(2λ−1)±√1

2λ = 1−2λ±1
2λ = {

2−2λ
2λ = 1−λ

λ
−2λ
2λ = −1

  

γ) Η απόσταση των ριζών της εξίσωσης στον άξονα των πραγματικών αριθμών είναι |x2 – x1|. 

Τότε: 

|x2 – x1| = 2  |−1 − 1−λ
λ

| = 2  

 |−λ−1+λ
λ

| = 2  | 1 
λ

| = 2  

 ( 1 
λ = 2  ή   1 

λ = −2)  

 (λ = 1
 2   ή  λ = −  1 

2
) 
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α) Για α = 1 ο τύπος της g γράφεται: g(x) = x + 1, xR. 

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = ℝ  και η  g  το Β = R. Τα σημεία τομής τους 

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  x2 + 1 = x + 1  

 x2 – x = 0  x(x – 1) = 0  

 (x = 0  ή  x – 1 = 0)  (x = 0  ή  x = 1) 

 Για x = 0 είναι g(0) = 0 + 1 = 1. 

 Για x = 1 είναι g(1) = 1 + 1 = 2. 

Επομένως τα σημεία τομής των Cf και Cg είναι τα: 

Α(0, 1)  και  Β(1, 2) 

β) Οι γραφικές παραστάσεις των f και g τέμνονται σε δύο σημεία αν και μόνο αν η εξίσωση 

f(x) = g(x) έχει δύο λύσεις. Τότε: 

f(x) = g(x)  x2 + 1 = x + α  

 x2 – x + 1 – α = 0  (1) 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙ (1 – α) = 

= 1 – 4 + 4α = 4α – 3 

Για να έχει λοιπόν η εξίσωση (1) δύο λύσεις πρέπει: 

Δ > 0  4α – 3 > 0  

 4α > 3  α >  3 
4  

γ) Επειδή  α > 1 >  3 
4  η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες τις x1, x2. Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

Ρ = x1x2 =  γ 
α  = 1 – α < 0 

Oπότε οι τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστάσεων των f και g  είναι 
ετερόσημες. 
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α) Για α = 1 ο τύπος της g γράφεται: g(x) = x + 1, xR. 

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = ℝ  και η  g  το Β = R. Τα σημεία τομής τους 

προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  x2 + 1 = x + 1  

 x2 – x = 0  x(x – 1) = 0  

 (x = 0  ή  x – 1 = 0)  (x = 0  ή  x = 1) 

 Για x = 0 είναι g(0) = 0 + 1 = 1. 

 Για x = 1 είναι g(1) = 1 + 1 = 2. 

Επομένως τα σημεία τομής των Cf και Cg είναι τα: 

Α(0, 1)  και  Β(1, 2) 
β) Οι γραφικές παραστάσεις των f και g τέμνονται σε δύο σημεία αν και μόνο αν η εξίσωση 

f(x) = g(x) έχει δύο λύσεις. Τότε: 

f(x) = g(x)  x2 + 1 = x + α  

 x2 – x + 1 – α = 0  (1) 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙ (1 – α) = 

= 1 – 4 + 4α = 4α – 3 

Για να έχει λοιπόν η εξίσωση (1) δύο λύσεις πρέπει: 

Δ > 0  4α – 3 > 0  

 4α > 3  α >  3 
4  

γ) Επειδή  α > 1 >  3 
4  η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες τις x1, x2. Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

Ρ = x1x2 =  γ 
α  = 1 – α < 0 

Oπότε οι τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστάσεων των f και g  είναι 
ετερόσημες. 
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α) Είναι: 

ω = α3 – α2 = (κ + 1)2 – κ2 =  

= (κ + 1 – κ)(κ + 1 + κ) = 2κ + 1  (1) 

Άρα η διαφορά ω είναι περιττός αριθμός. 

β) i) Ισχύει ότι: 

α2 = α1 + ω 
   
  κ2 = 2 + 2κ + 1   

 κ2 – 2κ – 3 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 3) = 4 + 12 = 16 > 0 

και ρίζες τις: 

 κ1,2 =                  
       

   
   
   

   
    

  

Η τιμή κ = – 1 απορρίπτεται διότι πρέπει κ > 1. Άρα κ = 3. 

Αντικαθιστούμε στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

ω = 2 ∙ 3 + 1  ω = 7 

ii) Έχουμε: 

αν = 1017  α1 + (ν – 1)ω = 1017   

 2 + (ν – 1)7 = 1017  

 2 + 7ν – 7 = 1017  

 2ν = 1022  ν = 511 

       Άρα ο 511ος όρος είναι ίσος με 1017. 



Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

152

ΤΜ

α) Είναι: 

ω = α3 – α2 = (κ + 1)2 – κ2 =  

= (κ + 1 – κ)(κ + 1 + κ) = 2κ + 1  (1) 

Άρα η διαφορά ω είναι περιττός αριθμός. 

β) i) Ισχύει ότι: 

α2 = α1 + ω 
   
  κ2 = 2 + 2κ + 1   

 κ2 – 2κ – 3 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 3) = 4 + 12 = 16 > 0 

και ρίζες τις: 

 κ1,2 =                  
       

   
   
   

   
    

  

Η τιμή κ = – 1 απορρίπτεται διότι πρέπει κ > 1. Άρα κ = 3. 

Αντικαθιστούμε στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

ω = 2 ∙ 3 + 1  ω = 7 

ii) Έχουμε: 

αν = 1017  α1 + (ν – 1)ω = 1017   

 2 + (ν – 1)7 = 1017  

 2 + 7ν – 7 = 1017  

 2ν = 1022  ν = 511 

       Άρα ο 511ος όρος είναι ίσος με 1017. 
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α) Είναι: 

|x – 3| ≤ 5  – 5 ≤ x – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ x – 3 + 3 ≤ 5 + 3   

 – 2 ≤ x ≤ 8  x[– 2, 8] 

β) Ισχύει ότι: 

Η ανίσωση |x – 3| ≤ 5 περιγράφει το σύνολο των αριθμών x που ανήκουν σε διάστημα με 

κέντρο Κ(3) και ακτίνα ρ = 5, δηλαδή το διάστημα [– 2, 8].  

 
γ) Οι ακέραιοι που ανήκουν στο διάστημα [– 2, 8] είναι οι: 

– 2, – 1 , 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

δ) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

||x| – 3| ≤ 5  – 5 ≤ |x| – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ |x| – 3 + 3 ≤ 5 + 3  

 – 2 ≤ |x| ≤ 8  

 (– 2 ≤ |x|   και   |x| ≤ 8)  

  (ισχύει για κάθε xR  και  – 8 ≤ x ≤ 8)  

 – 8 ≤ x ≤ 8  x[– 8, 8] 

α) Είναι: 

|x – 3| ≤ 5  – 5 ≤ x – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ x – 3 + 3 ≤ 5 + 3   

 – 2 ≤ x ≤ 8  x[– 2, 8] 

β) Ισχύει ότι: 

Η ανίσωση |x – 3| ≤ 5 περιγράφει το σύνολο των αριθμών x που ανήκουν σε διάστημα με 

κέντρο Κ(3) και ακτίνα ρ = 5, δηλαδή το διάστημα [– 2, 8].  

 
γ) Οι ακέραιοι που ανήκουν στο διάστημα [– 2, 8] είναι οι: 

– 2, – 1 , 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

δ) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

||x| – 3| ≤ 5  – 5 ≤ |x| – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ |x| – 3 + 3 ≤ 5 + 3  

 – 2 ≤ |x| ≤ 8  

 (– 2 ≤ |x|   και   |x| ≤ 8)  

  (ισχύει για κάθε xR  και  – 8 ≤ x ≤ 8)  

 – 8 ≤ x ≤ 8  x[– 8, 8] 
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α) Είναι: 

ω = α3 – α2 = (κ + 1)2 – κ2 =  

= (κ + 1 – κ)(κ + 1 + κ) = 2κ + 1  (1) 

Άρα η διαφορά ω είναι περιττός αριθμός. 

β) i) Ισχύει ότι: 

α2 = α1 + ω 
   
  κ2 = 2 + 2κ + 1   

 κ2 – 2κ – 3 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 2)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 3) = 4 + 12 = 16 > 0 

και ρίζες τις: 

 κ1,2 =                  
       

   
   
   

   
    

  

Η τιμή κ = – 1 απορρίπτεται διότι πρέπει κ > 1. Άρα κ = 3. 

Αντικαθιστούμε στη σχέση (1) και βρίσκουμε: 

ω = 2 ∙ 3 + 1  ω = 7 

ii) Έχουμε: 

αν = 1017  α1 + (ν – 1)ω = 1017   

 2 + (ν – 1)7 = 1017  

 2 + 7ν – 7 = 1017  

 2ν = 1022  ν = 511 

       Άρα ο 511ος όρος είναι ίσος με 1017. 
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α) Είναι: 

|x – 3| ≤ 5  – 5 ≤ x – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ x – 3 + 3 ≤ 5 + 3   

 – 2 ≤ x ≤ 8  x[– 2, 8] 

β) Ισχύει ότι: 

Η ανίσωση |x – 3| ≤ 5 περιγράφει το σύνολο των αριθμών x που ανήκουν σε διάστημα με 

κέντρο Κ(3) και ακτίνα ρ = 5, δηλαδή το διάστημα [– 2, 8].  

 
γ) Οι ακέραιοι που ανήκουν στο διάστημα [– 2, 8] είναι οι: 

– 2, – 1 , 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

δ) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

||x| – 3| ≤ 5  – 5 ≤ |x| – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ |x| – 3 + 3 ≤ 5 + 3  

 – 2 ≤ |x| ≤ 8  

 (– 2 ≤ |x|   και   |x| ≤ 8)  

  (ισχύει για κάθε xR  και  – 8 ≤ x ≤ 8)  

 – 8 ≤ x ≤ 8  x[– 8, 8] 

α) Είναι: 

|x – 3| ≤ 5  – 5 ≤ x – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ x – 3 + 3 ≤ 5 + 3   

 – 2 ≤ x ≤ 8  x[– 2, 8] 

β) Ισχύει ότι: 

Η ανίσωση |x – 3| ≤ 5 περιγράφει το σύνολο των αριθμών x που ανήκουν σε διάστημα με 

κέντρο Κ(3) και ακτίνα ρ = 5, δηλαδή το διάστημα [– 2, 8].  

 
γ) Οι ακέραιοι που ανήκουν στο διάστημα [– 2, 8] είναι οι: 

– 2, – 1 , 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

δ) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

||x| – 3| ≤ 5  – 5 ≤ |x| – 3 ≤ 5  

 – 5 + 3 ≤ |x| – 3 + 3 ≤ 5 + 3  

 – 2 ≤ |x| ≤ 8  

 (– 2 ≤ |x|   και   |x| ≤ 8)  

  (ισχύει για κάθε xR  και  – 8 ≤ x ≤ 8)  

 – 8 ≤ x ≤ 8  x[– 8, 8] 
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α) Η εξίσωση: 

x2 + 2x + 3 = α   

 x2 + 2x + 3 – α = 0  (1) 

έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4 ∙ 1 ∙ (3 – α) = 

= 4 – 12 + 4α = 4α – 8   

i) Η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  4α – 8 > 0  

 4α > 8  α > 2 

ii) Η εξίσωση (1) έχει μια διπλή ρίζα αν και μόνο αν: 

Δ = 0  4α – 8 = 0  

 4α = 8  α = 2 .Τότε η διπλή ρίζα είναι: x=-1 

 

β) i) Είναι: 

f(x) ≥ 2  x2 + 2x + 3  ≥ 2  

 x2 + 2x + 1 ≥ 0  

 (x + 1)2  ≥ 0, 

    το οποίο ισχύει για κάθε xR. 

ii) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

√f(x) − 2 ≤ 2  

 (√f(x) − 2)
2
 ≤ 22  

 f(x) – 2 ≤ 4  f(x) ≤ 6  

 x2 + 2x + 3 ≤ 6  

 x2 + 2x – 3 ≤ 0 

Το τριώνυμο x2 + 2x – 3 έχει διακρίνουσα: 

Δ0 = β2 – 4αγ = 22 – 4 ∙ 1 ∙ (– 3) = 4 + 12 = 16 > 0 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√16
2×1 = −2±4

2 = {
−2+4
2 = 1

−2−4
2 = −3

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –     – 3                1          +  

 x2 + 2x – 3 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 + 2x – 3 ≤ 0  – 3 ≤ x ≤ 1  x[– 3, 1]  
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ΤΜ

α) Η εξίσωση: 

x2 + 2x + 3 = α   

 x2 + 2x + 3 – α = 0  (1) 

έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 22 – 4 ∙ 1 ∙ (3 – α) = 

= 4 – 12 + 4α = 4α – 8   

i) Η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  4α – 8 > 0  

 4α > 8  α > 2 

ii) Η εξίσωση (1) έχει μια διπλή ρίζα αν και μόνο αν: 

Δ = 0  4α – 8 = 0  

 4α = 8  α = 2 .Τότε η διπλή ρίζα είναι: x=-1 

 

β) i) Είναι: 

f(x) ≥ 2  x2 + 2x + 3  ≥ 2  

 x2 + 2x + 1 ≥ 0  

 (x + 1)2  ≥ 0, 

    το οποίο ισχύει για κάθε xR. 

ii) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

√f(x) − 2 ≤ 2  

 (√f(x) − 2)
2
 ≤ 22  

 f(x) – 2 ≤ 4  f(x) ≤ 6  

 x2 + 2x + 3 ≤ 6  

 x2 + 2x – 3 ≤ 0 

Το τριώνυμο x2 + 2x – 3 έχει διακρίνουσα: 

Δ0 = β2 – 4αγ = 22 – 4 ∙ 1 ∙ (– 3) = 4 + 12 = 16 > 0 

και ρίζες τις: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −2±√16
2×1 = −2±4

2 = {
−2+4
2 = 1

−2−4
2 = −3

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –     – 3                1          +  

 x2 + 2x – 3 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 + 2x – 3 ≤ 0  – 3 ≤ x ≤ 1  x[– 3, 1]  
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α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = [– (λ2 + 1)]2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = 

=  λ4 – 2λ2 + 1 = (λ2 – 1)2 

Επειδή για κάθε  λR {0} ισχύει Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0 το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  =         

  =  
   
   και 

  P = x1x2 =       =      = 1 

γ) Επειδή είναι S =  
   
  > 0 για λ > 0  και  P = 1 > 0 οι ρίζες είναι θετικές. 

δ) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

      
     
  

   
     

    
 
   

 1 ≤  
   
   

   
    

 2λ ≤ λ2 + 1  

 0 ≤ λ2 – 2λ + 1  (λ – 1)2 ≥ 0, 

        το οποίο ισχύει για κάθε λ > 0 

α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = [– (λ2 + 1)]2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = 

=  λ4 – 2λ2 + 1 = (λ2 – 1)2 

Επειδή για κάθε  λR {0} ισχύει Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0 το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  =         

  =  
   
   και 

  P = x1x2 =       =      = 1 

γ) Επειδή είναι S =  
   
  > 0 για λ > 0  και  P = 1 > 0 οι ρίζες είναι θετικές. 

δ) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

      
     
  

   
     

    
 
   

 1 ≤  
   
   

   
    

 2λ ≤ λ2 + 1  

 0 ≤ λ2 – 2λ + 1  (λ – 1)2 ≥ 0, 

        το οποίο ισχύει για κάθε λ > 0 
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α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = [– (λ2 + 1)]2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = 

=  λ4 – 2λ2 + 1 = (λ2 – 1)2 

Επειδή για κάθε  λR {0} ισχύει Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0 το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =   
    =         

  =  
   
   και 

  P = x1x2 =       =       = 1 

γ) Επειδή είναι S =  
   
  > 0 για λ > 0  και  P = 1 > 0 οι ρίζες είναι θετικές. 

δ) Είναι: 

     
     

  
    
 
      

    

Τότε: 
     
        

            
         

   > 0 

διότι:   

(λ – 1)2 > 0, για κάθε λ ≠ 1  και  λ > 0 από υπόθεση 

Τελικά: 
     
    > 0         > 1 

α) Το τριώνυμο λx2 – (λ2 + 1)x + λ έχει α = λ, β = – (λ2 + 1), γ = λ και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = [– (λ2 + 1)]2 – 4  λ  λ = 

= λ4 + 2λ2 + 1 – 4λ2 = 

=  λ4 – 2λ2 + 1 = (λ2 – 1)2 

Επειδή για κάθε  λR {0} ισχύει Δ = (λ2 – 1)2 ≥ 0 το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =   
    =         

  =  
   
   και 

  P = x1x2 =       =       = 1 

γ) Επειδή είναι S =  
   
  > 0 για λ > 0  και  P = 1 > 0 οι ρίζες είναι θετικές. 

δ) Είναι: 

     
     

  
    
 
      

    

Τότε: 
     
        

            
         

   > 0 

διότι:   

(λ – 1)2 > 0, για κάθε λ ≠ 1  και  λ > 0 από υπόθεση 

Τελικά: 
     
    > 0         > 1 
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i) Το τριώνυμο 2x2 + λx – 36 έχει α = 2, β = λ, γ = – 36  και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = λ2 – 4  2  (– 36) = λ2 + 288 

Επειδή για κάθε  λR ισχύει Δ = λ2 + 288 > 0 η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες. 

Αφού ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1) ισχύει ότι: 

2ρ2 + λρ – 36 = 0  (2) 
ii) α) Ο αριθμός – ρ είναι ρίζα της εξίσωσης 2x2 – λx – 36 = 0 αν και μόνο αν την 

επαληθεύει, δηλαδή αν και μόνο αν ισχύει: 

2(– ρ)2 – λ(– ρ) – 36 = 0  2ρ2 + λρ – 36 = 0, 

 που ισχύει λόγω της σχέσης (2). 

β)  Έστω ότι ρ = 0. Τότε: 

(2)   2  02 + λ  0 – 36 = 0   – 36 = 0, άτοπο 

    Άρα ρ ≠ 0. 

     Ο αριθμός      είναι ρίζα της εξίσωσης – 36x2 + λx + 2 = 0 αν και μόνο αν την 

επαληθεύει, δηλαδή αν και μόνο αν ισχύει: 

– 36      
 
 + λ     + 2 = 0  – 36  

   + λ     + 2 = 0  

 – 36 + λρ + 2ρ2 = 0  2ρ2 + λρ – 36 = 0 

   που ισχύει λόγω της σχέσης (2). 
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ΤΜ

i) Το τριώνυμο 2x2 + λx – 36 έχει α = 2, β = λ, γ = – 36  και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = λ2 – 4  2  (– 36) = λ2 + 288 

Επειδή για κάθε  λR ισχύει Δ = λ2 + 288 > 0 η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες. 

Αφού ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1) ισχύει ότι: 

2ρ2 + λρ – 36 = 0  (2) 
ii) α) Ο αριθμός – ρ είναι ρίζα της εξίσωσης 2x2 – λx – 36 = 0 αν και μόνο αν την 

επαληθεύει, δηλαδή αν και μόνο αν ισχύει: 

2(– ρ)2 – λ(– ρ) – 36 = 0  2ρ2 + λρ – 36 = 0, 

 που ισχύει λόγω της σχέσης (2). 

β)  Έστω ότι ρ = 0. Τότε: 

(2)   2  02 + λ  0 – 36 = 0   – 36 = 0, άτοπο 

    Άρα ρ ≠ 0. 

     Ο αριθμός      είναι ρίζα της εξίσωσης – 36x2 + λx + 2 = 0 αν και μόνο αν την 

επαληθεύει, δηλαδή αν και μόνο αν ισχύει: 

– 36      
 
 + λ     + 2 = 0  – 36  

   + λ     + 2 = 0  

 – 36 + λρ + 2ρ2 = 0  2ρ2 + λρ – 36 = 0 

   που ισχύει λόγω της σχέσης (2). 

215  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Έχουμε την εξίσωση x4 – 8x2 – 9 = 0 .  Αν θέσουμε όπου              . 

Η αρχική εξίσωση ισοδύναμα γίνεται u2 – 8u – 9 = 0. 

Έχουμε α=1, β= -8 και γ= -9 οπότε Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

                                  

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

u1,2 =      
         

   
      

      
    

          
      

      
    

                  
  

Όμως έχουμε                             
 

β) Για τηn εξίσωση: x4 + βx2 + γ = 0, αν θέσουμε όπου              , η αρχική εξίσωση 
ισοδύναμα γίνεται:  

u2 +βu +γ = 0 (1). 

i. Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα:        ,  με:                                                               

         
                    .  

Συνεπώς Δ>0 ως άθροισμα ενός μη αρνητικού και ενός θετικού αριθμού. 

ii. Από τους τύπους Vieta το γινόμενο των ριζών της (1) είναι    
     . Άρα 

οι ρίζες u1,2 είναι ετερόσημες. Έστω                   
             

Τότε έχουμε                          
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α) Έχουμε την εξίσωση x4 – 8x2 – 9 = 0 .  Αν θέσουμε όπου              . 

Η αρχική εξίσωση ισοδύναμα γίνεται u2 – 8u – 9 = 0. 

Έχουμε α=1, β= -8 και γ= -9 οπότε Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

                                  

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

u1,2 =      
         

   
      

      
    

          
      

      
    

                  
  

Όμως έχουμε                             
 

β) Για τηn εξίσωση: x4 + βx2 + γ = 0, αν θέσουμε όπου              , η αρχική εξίσωση 
ισοδύναμα γίνεται:  

u2 +βu +γ = 0 (1). 

i. Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα:        ,  με:                                                               

         
                    .  

Συνεπώς Δ>0 ως άθροισμα ενός μη αρνητικού και ενός θετικού αριθμού. 

ii. Από τους τύπους Vieta το γινόμενο των ριζών της (1) είναι    
     . Άρα 

οι ρίζες u1,2 είναι ετερόσημες. Έστω                   
             

Τότε έχουμε                          
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α) i) Από τα δεδομένα της άσκησης βρίσκουμε ότι: 

Π = 34  2κ + 2λ = 34  

 κ + λ = 17  κ = 17 – λ  (1) 

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα βρίσκουμε: 

κ2 + λ2 = 132 
   
  (17 – λ)2 + λ2 = 169   

 289 – 34λ + λ2 + λ2 = 169  

 2λ2 – 34λ +120 = 0  

 λ2 – 17λ + 60 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 17)2 – 4  1  60 = 289 – 240 = 49 > 0 

και ρίζες τις: 

λ1,2 =      
             

       
   

    
    

    
   

  

 Για λ = 12 από τη σχέση (1) βρίσκουμε κ = 5. 

 Για λ = 5 από τη σχέση (1) βρίσκουμε κ = 12. 

Σε κάθε περίπτωση το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι: 

Ε = κ ∙ λ = 5 ∙ 12 = 60 cm2 

ii) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = κ + λ = 17  και  Ρ = κ  λ = 60 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 17x + 60 = 0 

iii) Τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου είναι 5 cm και 12 cm. 

β) Έστω ότι υπάρχει ορθογώνιο με μήκη πλευρών α και β. Τότε πρέπει: 

Ε0 = 40  αβ = 40  (2) 

α2 + β2 = 82   

 (α + β)2 – 2αβ = 64 
   
   

 (α + β)2 – 80 = 64  

 (α + β)2 = 144 
     
      

 α + β = 12 

Μια δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες τα μήκη α και β είναι η: 

x2 – 12x + 40 = 0 

η οποία έχει διακρίνουσα Δ0 = (– 12)2 – 4 ∙ 1 ∙ 40 = 144 – 160 = – 16 < 0 

κ 

  λ 

13 
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ΤΜ

α) i) Από τα δεδομένα της άσκησης βρίσκουμε ότι: 

Π = 34  2κ + 2λ = 34  

 κ + λ = 17  κ = 17 – λ  (1) 

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα βρίσκουμε: 

κ2 + λ2 = 132 
   
  (17 – λ)2 + λ2 = 169   

 289 – 34λ + λ2 + λ2 = 169  

 2λ2 – 34λ +120 = 0  

 λ2 – 17λ + 60 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 17)2 – 4  1  60 = 289 – 240 = 49 > 0 

και ρίζες τις: 

λ1,2 =      
             

       
   

    
    

    
   

  

 Για λ = 12 από τη σχέση (1) βρίσκουμε κ = 5. 

 Για λ = 5 από τη σχέση (1) βρίσκουμε κ = 12. 

Σε κάθε περίπτωση το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι: 

Ε = κ ∙ λ = 5 ∙ 12 = 60 cm2 

ii) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = κ + λ = 17  και  Ρ = κ  λ = 60 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 17x + 60 = 0 

iii) Τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου είναι 5 cm και 12 cm. 

β) Έστω ότι υπάρχει ορθογώνιο με μήκη πλευρών α και β. Τότε πρέπει: 

Ε0 = 40  αβ = 40  (2) 

α2 + β2 = 82   

 (α + β)2 – 2αβ = 64 
   
   

 (α + β)2 – 80 = 64  

 (α + β)2 = 144 
     
      

 α + β = 12 

Μια δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες τα μήκη α και β είναι η: 

x2 – 12x + 40 = 0 

η οποία έχει διακρίνουσα Δ0 = (– 12)2 – 4 ∙ 1 ∙ 40 = 144 – 160 = – 16 < 0 

κ 

  λ 

13 
α) i) Από τα δεδομένα της άσκησης βρίσκουμε ότι: 

Π = 34  2κ + 2λ = 34  

 κ + λ = 17  κ = 17 – λ  (1) 

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα βρίσκουμε: 

κ2 + λ2 = 132 
   
  (17 – λ)2 + λ2 = 169   

 289 – 34λ + λ2 + λ2 = 169  

 2λ2 – 34λ +120 = 0  

 λ2 – 17λ + 60 = 0 

Η εξίσωση έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 17)2 – 4  1  60 = 289 – 240 = 49 > 0 

και ρίζες τις: 

λ1,2 =      
             

       
   

    
    

    
   

  

 Για λ = 12 από τη σχέση (1) βρίσκουμε κ = 5. 

 Για λ = 5 από τη σχέση (1) βρίσκουμε κ = 12. 

Σε κάθε περίπτωση το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι: 

Ε = κ ∙ λ = 5 ∙ 12 = 60 cm2 

ii) Η ζητούμενη εξίσωση είναι της μορφής: 

x2 – Sx + P = 0 

με  

S = κ + λ = 17  και  Ρ = κ  λ = 60 

Τελικά η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

x2 – 17x + 60 = 0 

iii) Τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου είναι 5 cm και 12 cm. 

β) Έστω ότι υπάρχει ορθογώνιο με μήκη πλευρών α και β. Τότε πρέπει: 

Ε0 = 40  αβ = 40  (2) 

α2 + β2 = 82   

 (α + β)2 – 2αβ = 64 
   
   

 (α + β)2 – 80 = 64  

 (α + β)2 = 144 
     
      

 α + β = 12 

Μια δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες τα μήκη α και β είναι η: 

x2 – 12x + 40 = 0 

η οποία έχει διακρίνουσα Δ0 = (– 12)2 – 4 ∙ 1 ∙ 40 = 144 – 160 = – 16 < 0 

κ 

  λ 

13 

Επομένως η εξίσωση είναι αδύνατη. Άρα δεν υπάρχει ορθογώνιο με εμβαδόν 40 cm2 και 

διαγώνιο 8 cm. 
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217  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Αντικαθιστούμε στον τύπο που δίνεται  x = 400 και βρίσκουμε: 

 y = 60 + 0,20 ∙ 400 = 140 ευρώ 

β) Αντικαθιστούμε στον τύπο που δίνεται  y = 150 και βρίσκουμε: 

 150 = 60 + 0,20 ∙ x  

 90 = 0,20x  x = 450 km 

γ) Η εταιρία Α χρεώνει λιγότερα από την εταιρία Β αν και μόνο αν: 

60 + 0,20x < 80 + 0,10x  

 0,20x – 0,10x < 80 – 60  

 0,10x < 20  x < 200 km 

Συνεπώς η εταιρία Α χρεώνει λιγότερα από την Β αν ο πελάτης διανύσεις λιγότερα από 200 

km. Με τον ίδιο συλλογισμό συμπεραίνουμε ότι η εταιρία Β χρεώνει λιγότερα από την Α 

αν ο πελάτης διανύσει περισσότερα από 200 km. 

δ) Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το Α = [0,+∞)  και η  g  το Β = [0,+∞)  . Τα σημεία 

τομής τους προκύπτουν από τη λύση του συστήματος: 

y = f(x)  και  y = g(x) 

Είναι: 

f(x) = g(x)  60 + 0,20x = 80 + 0,10x  

 0,20x – 0,10x = 80 – 60  

 0,10x = 20  x = 200 

Για x = 200 είναι  f(200) = 60 + 0,20 ∙ 200 = 60 + 40 = 100 

Άρα το σημείο τομής είναι το Α(200, 100). 

Το σημείο τομής εκφράζει ότι αν ο πελάτης διανύσει 200 km θα πληρώσει είτε στην εταιρία 

Α είτε στη Β το ποσό των 100 ευρώ. 
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α)  Το τριώνυμο x2 – 3x + 2 έχει α = 1, β = – 3, γ = 2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  1  2 = 9 – 8 = 1 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 =      
           

      
   

   
   

   
   

  

β)  Θέτουμε στη δοθείσα εξίσωση x2 = y  (3). Τότε: 

x4 – 3x2 + 2 = 0  (x2)2 – 3x2 + 2 = 0  

 y2 – 3y + 2 = 0 

Η εξίσωση που προέκυψε είναι ίδια με το σκέλος (α) οπότε έχει ρίζες τις  y1 = 1, y2 = 2. 

 Για y = 1 η σχέση (3) δίνει: 

x2 = 1  (x = – 1  ή  x = 1) 

 Για y = 2 η σχέση (3) δίνει: 

x2 = 2                    

γ) Επειδή το ζητούμενο τριώνυμο έχει α = 1 > 0 το πρόσημο του θα είναι αυτό που δίνεται 

στον πίνακα που ακολουθεί. 

 x –         x1             x2         +  

 x2 + βx + γ + – +  

όπου  x1, x2 οι ρίζες του με x1 < x2  και  x1, x2              

Για να είναι x2 + βx + γ > 0 για κάθε x < 0 πρέπει οι ρίζες του x1, x2 να είναι θετικές αφού 

είναι 0 < x1 < x2. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

1η περίπτωση 

Οι ρίζες να είναι x1 = 1  και  x2 =   . Τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = 1 +     και 

  Ρ = x1x2 = 1 ∙    =    

Το ζητούμενο τριώνυμο είναι το: 

x2 – Sx + P =  x2 –       x +     

2η περίπτωση 

Οι ρίζες να είναι x1 = 1  και  x2 =  . Τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = 1 + 1 = 2  και   

Ρ = x1x2 = 1 ∙ 1 = 1 

Το ζητούμενο τριώνυμο είναι το: 

x2 – Sx + P =  x2 – 2x + 1 = (x – 1)2 

3η περίπτωση 

Οι ρίζες να είναι x1 =     και  x2 =   . Τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 
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α)  Το τριώνυμο x2 – 3x + 2 έχει α = 1, β = – 3, γ = 2 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  1  2 = 9 – 8 = 1 > 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

x1,2 =      
           

      
   

   
   

   
   

  

β)  Θέτουμε στη δοθείσα εξίσωση x2 = y  (3). Τότε: 

x4 – 3x2 + 2 = 0  (x2)2 – 3x2 + 2 = 0  

 y2 – 3y + 2 = 0 

Η εξίσωση που προέκυψε είναι ίδια με το σκέλος (α) οπότε έχει ρίζες τις  y1 = 1, y2 = 2. 

 Για y = 1 η σχέση (3) δίνει: 

x2 = 1  (x = – 1  ή  x = 1) 

 Για y = 2 η σχέση (3) δίνει: 

x2 = 2                    

γ) Επειδή το ζητούμενο τριώνυμο έχει α = 1 > 0 το πρόσημο του θα είναι αυτό που δίνεται 

στον πίνακα που ακολουθεί. 

 x –         x1             x2         +  

 x2 + βx + γ + – +  

όπου  x1, x2 οι ρίζες του με x1 < x2  και  x1, x2              

Για να είναι x2 + βx + γ > 0 για κάθε x < 0 πρέπει οι ρίζες του x1, x2 να είναι θετικές αφού 

είναι 0 < x1 < x2. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

1η περίπτωση 

Οι ρίζες να είναι x1 = 1  και  x2 =   . Τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = 1 +     και 

  Ρ = x1x2 = 1 ∙    =    

Το ζητούμενο τριώνυμο είναι το: 

x2 – Sx + P =  x2 –       x +     

2η περίπτωση 

Οι ρίζες να είναι x1 = 1  και  x2 =  . Τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = 1 + 1 = 2  και   

Ρ = x1x2 = 1 ∙ 1 = 1 

Το ζητούμενο τριώνυμο είναι το: 

x2 – Sx + P =  x2 – 2x + 1 = (x – 1)2 

3η περίπτωση 

Οι ρίζες να είναι x1 =     και  x2 =   . Τότε από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =    +    = 2    και 

  Ρ = x1x2 =    ∙    = 2 

Το ζητούμενο τριώνυμο είναι το: 

x2 – Sx + P =  x2 – 2  x + 2 =         
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α) Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4 ∙ 1 ∙ β2 = – 3β2 

β) i) Για β ≠ 0 ισχύει ότι: 

Δ = – 3β2 < 0 

Επειδή ο συντελεστή του x2 είναι 1 > 0 το τριώνυμο είναι θετικό για κάθε xR. 

ii) Για β = 0 είναι Δ = 0, οπότε το τριώνυμο είναι θετικό για κάθε xR {0} αφού για  

x = 0 μηδενίζεται. 

γ) Θέτουμε στο αρχικό τριώνυμο x = α και βρίσκουμε: 

α2 + αβ + β2 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1η 

Αν β ≠ 0 τότε από το σκέλος (αii) συμπεραίνουμε ότι: 

α2 + αβ + β2 > 0 

Περίπτωση 2η 

Αν β = 0 (οπότε α ≠ 0) τότε από το σκέλος (βii) συμπεραίνουμε ότι: 

α2 + αβ + β2 > 0 
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α) Θέτουμε στη δοθείσα εξίσωση x2 = y , (𝑦𝑦 ≥ 0) (1). Τότε: 

x4 – 9x2 + 20 = 0  (x2)2 – 9x2 + 20 = 0  

 y2 – 9y + 20 = 0 

Η νέα εξίσωση έχει διακρίνουσα Δ = (– 9)2 – 4  1  20 = 81 – 80 = 1 και ρίζες: 

y1,2 = −β±√Δ
2α = −(−9)±√1

21 = 9±1
2 = {

9+1
2 = 5

9−1
2 = 4

 

 Για y = 5 η σχέση (1) δίνει: 

x2 = 5  (x = −√5  ή  x = √5 ) 

 Για y = 4 η σχέση (1) δίνει: 

x2 = 4  (x = – 2  ή  x = 2)  

Τελικά, η εξίσωση έχει τέσσερις διαφορετικές πραγματικές ρίζες. 
β) Θέτουμε x2 = ω, (ω≥ 0) οπότε η εξίσωση που θα κατασκευάσουμε θα είναι της μορφής: 

ω2 + βω + γ = 0 

Επειδή θέλουμε να έχει μια θετική και μια αρνητική θεωρούμε για παράδειγμα τις ω1 = – 1 

και ω2 = 4. Με τη χρήση των τύπων Vieta βρίσκουμε: 
S = ω1 + ω2 = – 1 + 4 = 3  και 

  Ρ = ω1ω2 = (– 1)  4 = – 4 

Τότε η εξίσωση είναι η: 

ω2 – Sω + Ρ = 0  ω2 – 3ω – 4 = 0 

και η αντίστοιχη διτετράγωνη, θέτοντας x2 = ω είναι: 

x4 – 3x2 – 4 = 0 

Οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

ω2 – 3ω – 4 = 0  (ω = – 1 ή  ω = 4)  

 (x2 = – 1, αδύνατη ή  x2 = 4)  

 (x = – 2  ή  x = 2) 
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α) Το τριώνυμο x2 − 2x – 8  έχει α = 1, β = – 2, γ = – 8 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 2)2 – 4  1  (– 8) = 4 + 32 = 36 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 =                  
      

   
   
   

   
    

  

    Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –      –2                4         +  

 x2 – 2x – 8 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 2x – 8 < 0  – 2 < x < 4  x(– 2, 4) 

x2 – 2x – 8 > 0  (x < – 2  ή  x > 4)  x(–∞, –2)(4, +∞) 

β) Ισχύει ότι: 

κ = −                 
                

 
          

     < – 2 

Από τον πίνακα προσήμων του σκέλους (i) διαπιστώνουμε ότι για κ < – 2 είναι: 

κ2 – 2κ – 8 > 0 

γ) Η δοθείσα παράσταση γράφεται: 

μ2 – 2|μ| − 8 = |μ|2 – 2|μ| − 8 

Επομένως προκύπτει από το αρχικό τριώνυμο θέτοντας x = |μ|. 

Από το δεδομένο – 4 < μ < 4 συμπεραίνουμε ότι: 

– 4 < μ < 4  |μ| < 4  0 ≤ |μ| < 4 

Από τον πίνακα προσήμων του σκέλους (α) διαπιστώνουμε ότι για 0 ≤ |μ| < 4 είναι: 

|μ|2 – 2|μ| − 8 < 0 
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α) Το τέρμα Μ, ώστε η χελώνα να κερδίσει τον αγώνα θα πρέπει να βρίσκεται σε 

οποιαδήποτε θέση για την οποία ισχύει: 

SX(t) > SΛ(t)   

 600 + 40t > 10t2  

 10t2 – 40t – 600 < 0  

 t2 – 4t – 60 < 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 60) = 16 + 240 = 256 > 0 

και ρίζες τις: 

t1,2 =                   
        

   
    
    

    
    

  

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 t –      – 6             10          +  

 t2 – 4t – 60 + – +  

 
Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

t2 – 4t – 60 < 0  – 6 < t < 10  t(– 6, 10) 

Επειδή όμως είναι t ≥ 0 συμπεραίνουμε ότι: 

t[0, 10) 

Τότε: 

0 ≤ t < 10  0 ≤ 40t < 400  

 600 + 0 ≤ 600 + 40t < 600 + 400  

 600 ≤ SΛ(t) < 1000  

 Άρα, το Μ μπορεί να απέχει λιγότερο από 1000 μέτρα από το σημείο Ο και η χελώνα θα 

έχει διαρκώς προβάδισμα. 

β) i) Ο λαγός φτάνει τη χελώνα τη χρονική στιγμή για την οποία ισχύει: 

SX(t) = SΛ(t)  

 600 + 40t = 10t2  

 10t2 – 40t – 600 = 0  

 t2 – 4t – 60 = 0 
   
    

 t = 10 min 

ii) Είναι: 

SΛ(12) = 10 ∙ 122 = 10 ∙ 144 = 1440 μέτρα 

SX(12) = 600 + 40 ∙ 12 = 600 + 480 = 1080 μέτρα 

Επομένως ο λαγός προηγείται της χελώνας και η μεταξύ τους απόσταση είναι: 
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α) Το τέρμα Μ, ώστε η χελώνα να κερδίσει τον αγώνα θα πρέπει να βρίσκεται σε 

οποιαδήποτε θέση για την οποία ισχύει: 

SX(t) > SΛ(t)   

 600 + 40t > 10t2  

 10t2 – 40t – 600 < 0  

 t2 – 4t – 60 < 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 60) = 16 + 240 = 256 > 0 

και ρίζες τις: 

t1,2 =                   
        

   
    
    

    
    

  

      Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 t –      – 6             10          +  

 t2 – 4t – 60 + – +  

 
Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

t2 – 4t – 60 < 0  – 6 < t < 10  t(– 6, 10) 

Επειδή όμως είναι t ≥ 0 συμπεραίνουμε ότι: 

t[0, 10) 

Τότε: 

0 ≤ t < 10  0 ≤ 40t < 400  

 600 + 0 ≤ 600 + 40t < 600 + 400  

 600 ≤ SΛ(t) < 1000  

 Άρα, το Μ μπορεί να απέχει λιγότερο από 1000 μέτρα από το σημείο Ο και η χελώνα θα 

έχει διαρκώς προβάδισμα. 

β) i) Ο λαγός φτάνει τη χελώνα τη χρονική στιγμή για την οποία ισχύει: 

SX(t) = SΛ(t)  

 600 + 40t = 10t2  

 10t2 – 40t – 600 = 0  

 t2 – 4t – 60 = 0 
   
    

 t = 10 min 

ii) Είναι: 

SΛ(12) = 10 ∙ 122 = 10 ∙ 144 = 1440 μέτρα 

SX(12) = 600 + 40 ∙ 12 = 600 + 480 = 1080 μέτρα 

Επομένως ο λαγός προηγείται της χελώνας και η μεταξύ τους απόσταση είναι: 

1440 – 1080 = 360 μέτρα 

iii) Αναζητούμε τη χρονική στιγμή για την οποία ισχύει: 

SΛ(t) = 2250  10t2 = 2250  

 t2 = 225  t2 = 152 
   
    

 t = 15 min 
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α) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x αν και μόνο 

αν: 

f(x) > 0  (x – 1)2 – 4 > 0  

 (x – 1)2 > 4  

             

 |x – 1| > 2  (x – 1 < – 2  ή  x – 1 > 2)  

 (x < – 1  ή  x > 3) 

β) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x αν και μόνο 

αν: 

g(x) > 0  |x – 1| + 2 > 0 

το οποίο ισχύει για κάθε xR αφού  |x – 1| ≥ 0  και  2 > 0. 

γ) Οι τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g 

προκύπτουν από τη λύση της εξίσωσης: 

f(x) = g(x)  

 (x – 1)2 – 4 = |x – 1| + 2  

 |x – 1|2 – |x – 1| – 6 = 0 (1) 

Θέτουμε |x – 1| = y (2) οπότε η εξίσωση (1) γράφεται: 

y2 – y – 6 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 6) = 1 + 24 = 25 > 0 

και ρίζες τις: 

y1,2 =                  
       

   
   
   

   
    

  

Αντικαθιστούμε στην ισότητα (2) και βρίσκουμε: 

 |x – 1| = 3  (x – 1 = – 3  ή  x – 1 = 3)  (x = – 2  ή  x = 4) 

 |x – 1| = – 2, αδύνατη. 

Αντικαθιστούμε x = – 2 στον τύπο της συνάρτησης g και βρίσκουμε: 

g(– 2) = |– 2 – 1| + 2  

 g(– 2) = |– 3| + 2  

 g(– 2) = 5 

Αντικαθιστούμε x = 4 στον τύπο της συνάρτησης g και βρίσκουμε: 

g(4) = |4 – 1| + 2  

 g(4) = |3| + 2  

 g(4) = 5 

Τελικά τα σημεία τομής έχουν συντεταγμένες: 
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α) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x αν και μόνο 

αν: 

f(x) > 0  (x – 1)2 – 4 > 0  

 (x – 1)2 > 4  

             

 |x – 1| > 2  (x – 1 < – 2  ή  x – 1 > 2)  

 (x < – 1  ή  x > 3) 

β) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x αν και μόνο 

αν: 

g(x) > 0  |x – 1| + 2 > 0 

το οποίο ισχύει για κάθε xR αφού  |x – 1| ≥ 0  και  2 > 0. 

γ) Οι τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g 

προκύπτουν από τη λύση της εξίσωσης: 

f(x) = g(x)  

 (x – 1)2 – 4 = |x – 1| + 2  

 |x – 1|2 – |x – 1| – 6 = 0 (1) 

Θέτουμε |x – 1| = y (2) οπότε η εξίσωση (1) γράφεται: 

y2 – y – 6 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 1)2 – 4 ∙ 1 ∙ (– 6) = 1 + 24 = 25 > 0 

και ρίζες τις: 

y1,2 =                  
       

   
   
   

   
    

  

Αντικαθιστούμε στην ισότητα (2) και βρίσκουμε: 

 |x – 1| = 3  (x – 1 = – 3  ή  x – 1 = 3)  (x = – 2  ή  x = 4) 

 |x – 1| = – 2, αδύνατη. 

Αντικαθιστούμε x = – 2 στον τύπο της συνάρτησης g και βρίσκουμε: 

g(– 2) = |– 2 – 1| + 2  

 g(– 2) = |– 3| + 2  

 g(– 2) = 5 

Αντικαθιστούμε x = 4 στον τύπο της συνάρτησης g και βρίσκουμε: 

g(4) = |4 – 1| + 2  

 g(4) = |3| + 2  

 g(4) = 5 

Τελικά τα σημεία τομής έχουν συντεταγμένες: 

Α(– 2, 5)  και  Β(4, 5) 
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α) Το τριώνυμο x2 – 6x + λ – 3 έχει α = 1, β = – 6, γ = λ – 3 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 6)2 – 4  1  (λ – 3) = 

= 36 – 4λ + 12 = 48 – 4λ  

β) Το τριώνυμο έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες αν και μόνο αν: 

Δ > 0  48 – 4λ > 0  

 – 4λ > – 48  λ < 12 

γ) i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
     

  = 6  και 

   P = x1x2 =          
  = λ – 3  

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι άνισες και θετικές αν και μόνο αν: 

(Δ > 0, S > 0  και  Ρ > 0)  

 (48 – 4λ > 0, 6 > 0  και  λ – 3 > 0)  

 (λ < 12  και  λ > 3)  3 < λ < 12, ισχύει 

    ii) Επειδή ο συντελεστής του x2 είναι 1 > 0 το τριώνυμο είναι θετικό εκτός των ριζών x1, x2 

και αρνητικό εντός των ριζών. 

    Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –       x1             x2         +  

 x2 – 6x + λ – 3 + – +  

 Επειδή x1 < μ < x2 είναι: 

μ > 0, αφού x1, x2 > 0 

     και από τον πίνακα διαπιστώνουμε ότι: 

f(μ) < 0 
 Επίσης, αφού x1 > 0 θα πρέπει το 0 να είναι αριστερά του x1, όπως φαίνεται στον 

πίνακα προσήμων. Επειδή κ < 0 από τον πίνακα προσήμων διαπιστώνουμε ότι: 

f(κ) > 0 

Τελικά, είναι  κ < 0, μ > 0, f(κ) > 0, f(μ) < 0, οπότε: 

κ ∙ f(κ) ∙ μ ∙ f(μ) > 0 
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225  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α)  i) Το τριώνυμο x2 + 9x + 18  έχει α = 1, β = 9, γ = 18 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = 92 – 4  1  18 = 81 – 72 = 9 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 =              
       

   
    
    

    
    

  

ii) Επειδή  |x + 3| ≥ 0  και  |x2 + 9x + 18| ≥ 0 ισοδύναμα βρίσκουμε: 

|x + 3| + |x2 + 9x + 18| = 0  

 (|x + 3| = 0  και  |x2 + 9x + 18| = 0)  

 (x + 3 = 0  και  x2 + 9x + 18 = 0) 
    
   

 (x = – 3  και  x = – 3  ή  x = – 6)  x = – 3 

β) i) Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –      –6               –3         +  

 x2 + 9x + 18 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 + 9x + 18 < 0  – 6 < x < – 3  x(– 6, – 3) 

x2 + 9x + 18 > 0  (x < – 6  ή  x > – 3)  x(–∞, – 6)(– 3, +∞) 

ii) Είναι: 

|x2 + 9x + 18| = – x2 – 9x – 18  

 |x2 + 9x + 18| = – (x2 + 9x + 18)  

 x2 + 9x + 18 < 0 
     
     

 – 6 < x < – 3  x(– 6, – 3)  

α)  i) Το τριώνυμο x2 + 9x + 18  έχει α = 1, β = 9, γ = 18 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = 92 – 4  1  18 = 81 – 72 = 9 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 =              
       

   
    
    

    
    

  

ii) Επειδή  |x + 3| ≥ 0  και  |x2 + 9x + 18| ≥ 0 ισοδύναμα βρίσκουμε: 

|x + 3| + |x2 + 9x + 18| = 0  

 (|x + 3| = 0  και  |x2 + 9x + 18| = 0)  

 (x + 3 = 0  και  x2 + 9x + 18 = 0) 
    
   

 (x = – 3  και  x = – 3  ή  x = – 6)  x = – 3 

β) i) Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –      –6               –3         +  

 x2 + 9x + 18 + – +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 + 9x + 18 < 0  – 6 < x < – 3  x(– 6, – 3) 

x2 + 9x + 18 > 0  (x < – 6  ή  x > – 3)  x(–∞, – 6)(– 3, +∞) 

ii) Είναι: 

|x2 + 9x + 18| = – x2 – 9x – 18  

 |x2 + 9x + 18| = – (x2 + 9x + 18)  

 x2 + 9x + 18 < 0 
     
     

 – 6 < x < – 3  x(– 6, – 3)  

226  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το πλήθος των μαθητών είναι: 

x(x – 1)   ή   (x + 3)(x – 3) – 1 

Πρέπει: 

x(x – 1) = (x + 3)(x – 3) – 1  

 x2 – x = x2 – 9 – 1  

 – x = – 9 – 1  x = 10 

β) Αντικαθιστούμε στον τύπο x(x – 1) όπου x = 10 και βρίσκουμε: 

10(10 – 1) = 10 ∙ 9 = 90 μαθητές 

γ) Το πλήθος των μαθητών στις ομάδες εργασίας αποτελούν όρους αριθμητικής προόδου με  

     α1 = 2, ω = 2 και Sν = 90. Τότε: 

Sν =     [2α1 + (ν – 1)ω]   

 90 =     [2 ∙ 2 + (ν – 1)2]   

 90 =   (4 + 2ν – 2)  

 90 = 2ν + ν2 – ν  

 ν2 + ν – 90 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4 ∙ 1 ∙ (– 90) = 1 + 360 = 361 > 0 

και ρίζες τις:  

ν1,2 =                
         

   
     
   

     
     

  

     Η τιμή ν = – 10 απορρίπτεται διότι ν . Άρα θα δημιουργηθούν ν = 9 ομάδες εργασίας. 
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α) Το πλήθος των μαθητών είναι: 

x(x – 1)   ή   (x + 3)(x – 3) – 1 

Πρέπει: 

x(x – 1) = (x + 3)(x – 3) – 1  

 x2 – x = x2 – 9 – 1  

 – x = – 9 – 1  x = 10 

β) Αντικαθιστούμε στον τύπο x(x – 1) όπου x = 10 και βρίσκουμε: 

10(10 – 1) = 10 ∙ 9 = 90 μαθητές 

γ) Το πλήθος των μαθητών στις ομάδες εργασίας αποτελούν όρους αριθμητικής προόδου με  

     α1 = 2, ω = 2 και Sν = 90. Τότε: 

Sν =     [2α1 + (ν – 1)ω]   

 90 =     [2 ∙ 2 + (ν – 1)2]   

 90 =   (4 + 2ν – 2)  

 90 = 2ν + ν2 – ν  

 ν2 + ν – 90 = 0 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4 ∙ 1 ∙ (– 90) = 1 + 360 = 361 > 0 

και ρίζες τις:  

ν1,2 =                
         

   
     
   

     
     

  

     Η τιμή ν = – 10 απορρίπτεται διότι ν . Άρα θα δημιουργηθούν ν = 9 ομάδες εργασίας. 

227  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Οι τιμές του x για τις οποίες ισχύει: 

f(x) = – 2x + 2  f(x) = g(x) 

είναι τα σημεία τομής των Cf, Cg. Από τη γραφική παράσταση των f, g διαπιστώνουμε ότι 

τα ζητούμενα x είναι τα: 

x1 = – 1, x2 = 0, και  x3 = 1 

β) Από τη γραφική παράσταση της f διαπιστώνουμε ότι: 

f(– 1) = 4, f(0) = 2  και  f(1) = 0 

γ) Από το σχήμα διαπιστώνουμε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη 

γραφική παράσταση της g αν και μόνο αν: 

x(– 1, 0)(1, +∞) 

δ)  Η παράσταση Α έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν: 

f(x) + 2x – 2 ≥ 0  f(x) ≥  – 2x + 2  f(x) ≥  g(x) 

Από τις γραφικές παραστάσεις των f και g διαπιστώνουμε ότι η παραπάνω ανίσωση 

ισχύει αν και μόνο αν: 

x[– 1, 0][1, +∞) 
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α) Οι τιμές του x για τις οποίες ισχύει: 

f(x) = – 2x + 2  f(x) = g(x) 

είναι τα σημεία τομής των Cf, Cg. Από τη γραφική παράσταση των f, g διαπιστώνουμε ότι 

τα ζητούμενα x είναι τα: 

x1 = – 1, x2 = 0, και  x3 = 1 

β) Από τη γραφική παράσταση της f διαπιστώνουμε ότι: 

f(– 1) = 4, f(0) = 2  και  f(1) = 0 

γ) Από το σχήμα διαπιστώνουμε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη 

γραφική παράσταση της g αν και μόνο αν: 

x(– 1, 0)(1, +∞) 

δ)  Η παράσταση Α έχει νόημα πραγματικού αριθμού αν και μόνο αν: 

f(x) + 2x – 2 ≥ 0  f(x) ≥  – 2x + 2  f(x) ≥  g(x) 

Από τις γραφικές παραστάσεις των f και g διαπιστώνουμε ότι η παραπάνω ανίσωση 

ισχύει αν και μόνο αν: 

x[– 1, 0][1, +∞) 

228  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – 5λx – 1 έχει α = 1, β = – 5λ, γ = – 1  και διακρίνουσα: 

 Δ = β2 – 4αγ = (– 5λ)2 – 4  1  (– 1) = 25λ2 + 4 

Επειδή για κάθε  λR ισχύει Δ = 25λ2 + 4 > 0 η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές 

και άνισες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  =     

  = 5λ   και 

   P = x1x2 =       =      = – 1 

i) Τότε: 

(x1 + x2)2 – 18 – 7(x1x2)24 = 0  

 (5λ)2 – 18 – 7(– 1)24 = 0  

 25λ2 – 18 – 7  1 = 0  

 25λ2 = 25  λ2 = 1  

 (λ = 1 ή λ = – 1) 

ii) Για λ = 1 είναι: 

S = x1 + x2 = 5   και   P = x1x2 =  – 1 

Τότε: 

   x2 – 3x1 + 4 – 3x2 + x1    = 

= x1x2(x1 + x2) – 3(x1 + x2) + 4 = 

= – 1 ∙ 5 – 3 ∙ 5 + 4 = – 16 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

171

α) Το τριώνυμο x2 – 5λx – 1 έχει α = 1, β = – 5λ, γ = – 1  και διακρίνουσα: 

 Δ = β2 – 4αγ = (– 5λ)2 – 4  1  (– 1) = 25λ2 + 4 

Επειδή για κάθε  λR ισχύει Δ = 25λ2 + 4 > 0 η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές 

και άνισες. 

β) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  =     

  = 5λ   και 

   P = x1x2 =       =      = – 1 

i) Τότε: 

(x1 + x2)2 – 18 – 7(x1x2)24 = 0  

 (5λ)2 – 18 – 7(– 1)24 = 0  

 25λ2 – 18 – 7  1 = 0  

 25λ2 = 25  λ2 = 1  

 (λ = 1 ή λ = – 1) 

ii) Για λ = 1 είναι: 

S = x1 + x2 = 5   και   P = x1x2 =  – 1 

Τότε: 

   x2 – 3x1 + 4 – 3x2 + x1    = 

= x1x2(x1 + x2) – 3(x1 + x2) + 4 = 

= – 1 ∙ 5 – 3 ∙ 5 + 4 = – 16 

229  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  ==            

  = 4      
     και 

   P = x1x2 =       =      = 16 

i) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι: 

Π = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 

= 2 ∙ 4    
     = 8    

     

ii) Το εμβαδόν είναι: 

Ε = x1x2 = 16 

Είναι: 

Π ≥ 16  8    
     ≥ 16  

      
  ≥ 2 

   
    

 λ2 + 1 ≥ 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 ≥ 0  

 (λ – 1)2 ≥ 0, 

το οποίο ισχύει για κάθε λ(0, 4). 

β) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

Π = 16  8      
   = 16  

      
  = 2  λ2 + 1 = 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 = 0  

 (λ – 1)2 = 0  λ – 1 = 0  

 λ = 1 

Για λ = 1 η εξίσωση γράφεται: 

x2 – 8x + 16 = 0  (x – 4)2 = 0  

 x – 4 = 0  x = 4 

Δηλαδή η εξίσωση έχει διπλή ρίζα το οποίο σημαίνει ότι x1 = x2 = 4 κι επομένως το 

ορθογώνιο είναι τετράγωνο. 
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α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  ==            

  = 4      
     και 

   P = x1x2 =       =      = 16 

i) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι: 

Π = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 

= 2 ∙ 4    
     = 8    

     

ii) Το εμβαδόν είναι: 

Ε = x1x2 = 16 

Είναι: 

Π ≥ 16  8    
     ≥ 16  

      
  ≥ 2 

   
    

 λ2 + 1 ≥ 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 ≥ 0  

 (λ – 1)2 ≥ 0, 

το οποίο ισχύει για κάθε λ(0, 4). 

β) Ισοδύναμα βρίσκουμε: 

Π = 16  8      
   = 16  

      
  = 2  λ2 + 1 = 2λ  

 λ2 – 2λ + 1 = 0  

 (λ – 1)2 = 0  λ – 1 = 0  

 λ = 1 

Για λ = 1 η εξίσωση γράφεται: 

x2 – 8x + 16 = 0  (x – 4)2 = 0  

 x – 4 = 0  x = 4 

Δηλαδή η εξίσωση έχει διπλή ρίζα το οποίο σημαίνει ότι x1 = x2 = 4 κι επομένως το 

ορθογώνιο είναι τετράγωνο. 

230  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  =    

  = 2   και 

   P = x1x2 =       =          = λ(2 – λ) 

i) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι: 

Π = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 2  2 = 4 

ii) Το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου είναι: 

Ε = x1x2 = λ(2 – λ) 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

Ε ≤ 1  λ(2 – λ) ≤ 1  

 2λ – λ2 ≤ 1  0 ≤ λ2 – 2λ + 1  

 (λ – 1)2 ≥ 0 

το οποίο ισχύει για κάθε λ(0, 2). 

γ) Είναι: 

Ε = 1  λ(2 – λ) = 1  

 2λ – λ2 = 1  λ2 – 2λ + 1 = 0  

 (λ – 1)2 = 0  λ – 1 = 0  

 λ = 1 

Για λ = 1 η εξίσωση γίνεται: 

x2 – 2x + 1 = 0  (x – 1)2 = 0  

 x – 1 = 0  x = 1 

       Στην περίπτωση αυτή είναι x1 = x2 = 1 οπότε το ορθογώνιο είναι τετράγωνο. 

x1 

x2 
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α) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 =     
  =    

  = 2   και 

   P = x1x2 =       =          = λ(2 – λ) 

i) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι: 

Π = 2x1 + 2x2 = 2(x1 + x2) = 2  2 = 4 

ii) Το εμβαδόν Ε του ορθογωνίου είναι: 

Ε = x1x2 = λ(2 – λ) 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

Ε ≤ 1  λ(2 – λ) ≤ 1  

 2λ – λ2 ≤ 1  0 ≤ λ2 – 2λ + 1  

 (λ – 1)2 ≥ 0 

το οποίο ισχύει για κάθε λ(0, 2). 

γ) Είναι: 

Ε = 1  λ(2 – λ) = 1  

 2λ – λ2 = 1  λ2 – 2λ + 1 = 0  

 (λ – 1)2 = 0  λ – 1 = 0  

 λ = 1 

Για λ = 1 η εξίσωση γίνεται: 

x2 – 2x + 1 = 0  (x – 1)2 = 0  

 x – 1 = 0  x = 1 

       Στην περίπτωση αυτή είναι x1 = x2 = 1 οπότε το ορθογώνιο είναι τετράγωνο. 

x1 

x2 

231  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το τριώνυμο x2 – 5x – 6  έχει α = 1, β = – 5, γ = – 6 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  (– 6) = 25 + 24 = 49 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√49
21 = 5±7

2 = {
5+7
2 = 6

5−7
2 = −1

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         –1               6                 +  

 x2 – 5x – 6 + –       +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 5x – 6 < 0  – 1 < x < 6  x(– 1, 6) 

Ο αριθμός Κ προκύπτει με αντικατάσταση στο τριώνυμο x2 – 5x – 6 όπου x = − 46
47.  

Ο αριθμός −46
47 ανήκει στο διάστημα (– 1, 6) όπου η παράσταση Κ είναι αρνητική. Άρα: 

K = (− 46
47
)
2
+ 5 46

47− 6 < 0 

iii) Η παράσταση: 

Λ = α2 – 5|α| − 6 = |α|2 – 5|α| − 6 

προκύπτει με αντικατάσταση στο τριώνυμο x2 – 5x – 6 όπου x = |α|. Ισχύει ότι: 

α(– 6, 6)  – 6 < α < 6  

 |α| < 6  0 ≤ |α| < 6  

 |α|[0, 6)(– 1, 6) 

Στο διάστημα αυτό, όπως διαπιστώνουμε από τον πίνακα προσήμων, το τριώνυμο είναι 

αρνητικό, άρα: 

Λ < 0 
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α) Το τριώνυμο x2 – 5x – 6  έχει α = 1, β = – 5, γ = – 6 και διακρίνουσα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4  1  (– 6) = 25 + 24 = 49 > 0    

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−5)±√49
21 = 5±7

2 = {
5+7
2 = 6

5−7
2 = −1

 

     Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

 x –         –1               6                 +  

 x2 – 5x – 6 + –       +  

Από τον πίνακα προσήμων συμπεραίνουμε ότι: 

x2 – 5x – 6 < 0  – 1 < x < 6  x(– 1, 6) 

Ο αριθμός Κ προκύπτει με αντικατάσταση στο τριώνυμο x2 – 5x – 6 όπου x = − 46
47.  

Ο αριθμός −46
47 ανήκει στο διάστημα (– 1, 6) όπου η παράσταση Κ είναι αρνητική. Άρα: 

K = (− 46
47
)
2
+ 5 46

47− 6 < 0 

iii) Η παράσταση: 

Λ = α2 – 5|α| − 6 = |α|2 – 5|α| − 6 

προκύπτει με αντικατάσταση στο τριώνυμο x2 – 5x – 6 όπου x = |α|. Ισχύει ότι: 

α(– 6, 6)  – 6 < α < 6  

 |α| < 6  0 ≤ |α| < 6  

 |α|[0, 6)(– 1, 6) 

Στο διάστημα αυτό, όπως διαπιστώνουμε από τον πίνακα προσήμων, το τριώνυμο είναι 

αρνητικό, άρα: 

Λ < 0 
 232  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Ισχύει ότι: 

x + y = 10  y = 10 – x  (1) 

Πρέπει x > 0  και  y > 0. Τότε: 

y > 0 
   
  10 – x > 0  x < 10 

Άρα  0 < x < 10  x(0, 10). 

Το εμβαδόν ενός τριγώνου με μήκη πλευρών x και y 

υπολογίζεται από τον τύπο: 

Ε(x) =     xy 
   
  Ε(x) =     x(10 – x)  

 Ε(x) =   (10x – x2), x(0, 10) 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

E(x) ≤      

     (10x – x2) ≤      

 10x – x2  25  

 x2 – 10x + 25 ≥ 0  

 (x – 5)2 ≥ 0, ισχύει για κάθε x(0, 10) 

γ) Είναι: 

E(x) =      

     (10x – x2) =      

 10x – x2 = 25  

 x2 – 10x + 25 = 0  

 (x – 5)2 = 0  x – 5 = 0  x = 5 

Επομένως για x = 5 το εμβαδόν γίνεται μέγιστο.  

Για x = 5 η σχέση (1) δίνει: y = 10 – 5 = 5. Στην περίπτωση αυτή το τρίγωνο είναι 

ορθογώνιο και ισοσκελές. 

x 

y 
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α) Ισχύει ότι: 

x + y = 10  y = 10 – x  (1) 

Πρέπει x > 0  και  y > 0. Τότε: 

y > 0 
   
  10 – x > 0  x < 10 

Άρα  0 < x < 10  x(0, 10). 

Το εμβαδόν ενός τριγώνου με μήκη πλευρών x και y 

υπολογίζεται από τον τύπο: 

Ε(x) =     xy 
   
  Ε(x) =     x(10 – x)  

 Ε(x) =   (10x – x2), x(0, 10) 

β) Ισοδύναμα και διαδοχικά βρίσκουμε: 

E(x) ≤      

     (10x – x2) ≤      

 10x – x2  25  

 x2 – 10x + 25 ≥ 0  

 (x – 5)2 ≥ 0, ισχύει για κάθε x(0, 10) 

γ) Είναι: 

E(x) =      

     (10x – x2) =      

 10x – x2 = 25  

 x2 – 10x + 25 = 0  

 (x – 5)2 = 0  x – 5 = 0  x = 5 

Επομένως για x = 5 το εμβαδόν γίνεται μέγιστο.  

Για x = 5 η σχέση (1) δίνει: y = 10 – 5 = 5. Στην περίπτωση αυτή το τρίγωνο είναι 

ορθογώνιο και ισοσκελές. 

x 

y 

233  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) i)  Για απόσταση x = 0 km, δηλαδή μόλις ο πελάτης μπει στο ταξί, η χρέωση είναι 1 

ευρώ. 

     Για απόσταση x = 2 km, ο πελάτης θα πληρώσει 2 ∙ 0,6 = 1,2 ευρώ και την είσοδο 

στο ταξί 1 ευρώ. Άρα, συνολικά θα πληρώσει 2,2 ευρώ.  

     Για απόσταση x = 8 km, ο πελάτης θα πληρώσει 8 ∙ 0,6 = 4,8 ευρώ και την είσοδο 

στο ταξί 1 ευρώ. Άρα, συνολικά θα πληρώσει 5,8 ευρώ. 

      Οπότε ο πίνακας γίνεται: 

  x (km) 0 2 8  

  f(x) (ευρώ) 1 2,2 5,8  

 
ii)  Αφού ο πελάτης πλήρωσε 2 ευρώ και η εταιρεία χρεώνει 2 ευρώ την είσοδο στο ταξί 

αυτό σημαίνει ότι ο πελάτης απλά μπήκε στο ταξί χωρίς να διανύσει χιλιόμετρα. Άρα x = 

0 km. 

 Αφού ο πελάτης πλήρωσε 3,2 ευρώ και η εταιρεία χρεώνει 2 ευρώ την είσοδο στο ταξί 

αυτό σημαίνει ότι πλήρωσε 3,2 – 2 = 1,2 ευρώ για τα χιλιόμετρα που διάνυσε. Επειδή 

εταιρεία χρεώνει 0,4 ευρώ το χιλιόμετρο ο πελάτης διάνυσε 1,2 : 0,4 = 3 χιλιόμετρα.    

 Αφού ο πελάτης πλήρωσε 4,8 ευρώ και η εταιρεία χρεώνει 2 ευρώ την είσοδο στο ταξί 

αυτό σημαίνει ότι πλήρωσε 4,8 – 2 = 2,8 ευρώ για τα χιλιόμετρα που διάνυσε. Επειδή 

εταιρεία χρεώνει 0,4 ευρώ το χιλιόμετρο ο πελάτης διάνυσε 2,8 : 0,4 = 7 χιλιόμετρα.    

      Οπότε ο πίνακας γίνεται: 

  x (km) 0 3 7  

  g(x) (ευρώ) 2 3,2 4,8  

 

β) Επειδή οι τιμές που αναγράφονται στο πρόβλημα ισχύουν για αποστάσεις μικρότερες από 

15 χιλιόμετρα ισχύει ότι το πεδίο ορισμού είναι: 

Αf = Ag = [0, 15) 

Προσδιορισμός της f 

Ο πελάτης πληρώνει 0,6 ευρώ αν διανύσει 1 χιλιόμετρο. Αν διανύσει x χιλιόμετρα θα 

πληρώσει  0,6 ∙ x ευρώ. Επιπλέον με την είσοδό του στο ταξί θα πληρώσει 1 ευρώ. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο τύπος της f είναι: 

f(x) = 1 + 0,6x,  x[0, 15) 

Προσδιορισμός της g 

Ο πελάτης πληρώνει 0,4 ευρώ αν διανύσει 1 χιλιόμετρο. Αν διανύσει x χιλιόμετρα θα 

πληρώσει  0,4 ∙ x ευρώ. Επιπλέον με την είσοδό του στο ταξί θα πληρώσει 2 ευρώ. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο τύπος της g είναι: 

g(x) = 2 + 0,4x,  x[0, 15) 
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ΤΜ

α) i)  Για απόσταση x = 0 km, δηλαδή μόλις ο πελάτης μπει στο ταξί, η χρέωση είναι 1 

ευρώ. 

     Για απόσταση x = 2 km, ο πελάτης θα πληρώσει 2 ∙ 0,6 = 1,2 ευρώ και την είσοδο 

στο ταξί 1 ευρώ. Άρα, συνολικά θα πληρώσει 2,2 ευρώ.  

     Για απόσταση x = 8 km, ο πελάτης θα πληρώσει 8 ∙ 0,6 = 4,8 ευρώ και την είσοδο 

στο ταξί 1 ευρώ. Άρα, συνολικά θα πληρώσει 5,8 ευρώ. 

      Οπότε ο πίνακας γίνεται: 

  x (km) 0 2 8  

  f(x) (ευρώ) 1 2,2 5,8  

 
ii)  Αφού ο πελάτης πλήρωσε 2 ευρώ και η εταιρεία χρεώνει 2 ευρώ την είσοδο στο ταξί 

αυτό σημαίνει ότι ο πελάτης απλά μπήκε στο ταξί χωρίς να διανύσει χιλιόμετρα. Άρα x = 

0 km. 

 Αφού ο πελάτης πλήρωσε 3,2 ευρώ και η εταιρεία χρεώνει 2 ευρώ την είσοδο στο ταξί 

αυτό σημαίνει ότι πλήρωσε 3,2 – 2 = 1,2 ευρώ για τα χιλιόμετρα που διάνυσε. Επειδή 

εταιρεία χρεώνει 0,4 ευρώ το χιλιόμετρο ο πελάτης διάνυσε 1,2 : 0,4 = 3 χιλιόμετρα.    

 Αφού ο πελάτης πλήρωσε 4,8 ευρώ και η εταιρεία χρεώνει 2 ευρώ την είσοδο στο ταξί 

αυτό σημαίνει ότι πλήρωσε 4,8 – 2 = 2,8 ευρώ για τα χιλιόμετρα που διάνυσε. Επειδή 

εταιρεία χρεώνει 0,4 ευρώ το χιλιόμετρο ο πελάτης διάνυσε 2,8 : 0,4 = 7 χιλιόμετρα.    

      Οπότε ο πίνακας γίνεται: 

  x (km) 0 3 7  

  g(x) (ευρώ) 2 3,2 4,8  

 

β) Επειδή οι τιμές που αναγράφονται στο πρόβλημα ισχύουν για αποστάσεις μικρότερες από 

15 χιλιόμετρα ισχύει ότι το πεδίο ορισμού είναι: 

Αf = Ag = [0, 15) 

Προσδιορισμός της f 

Ο πελάτης πληρώνει 0,6 ευρώ αν διανύσει 1 χιλιόμετρο. Αν διανύσει x χιλιόμετρα θα 

πληρώσει  0,6 ∙ x ευρώ. Επιπλέον με την είσοδό του στο ταξί θα πληρώσει 1 ευρώ. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο τύπος της f είναι: 

f(x) = 1 + 0,6x,  x[0, 15) 

Προσδιορισμός της g 

Ο πελάτης πληρώνει 0,4 ευρώ αν διανύσει 1 χιλιόμετρο. Αν διανύσει x χιλιόμετρα θα 

πληρώσει  0,4 ∙ x ευρώ. Επιπλέον με την είσοδό του στο ταξί θα πληρώσει 2 ευρώ. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο τύπος της g είναι: 

g(x) = 2 + 0,4x,  x[0, 15) 

γ) Αντικαθιστούμε στον τύπο της f: 

 x = 0 και βρίσκουμε f(0) = 1 + 0,6 ∙ 0 = 1 

 x = 5 και βρίσκουμε f(5) = 1 + 0,6 ∙ 5 = 4 

Άρα η γραφική παράσταση της f που είναι μια ευθεία διέρχεται από τα σημεία Α(0, 1) και 

Β(5, 4).  

Αντικαθιστούμε στον τύπο της g: 

 x = 0 και βρίσκουμε g(0) = 2 + 0,4 ∙ 0 = 2 

 x = 5 και βρίσκουμε g(5) = 2 + 0,4∙5 = 4 

Άρα η γραφική παράσταση της g που είναι μια ευθεία διέρχεται από τα σημεία Γ(0, 2) και 

Δ(5, 4).  

Οι γραφικές παραστάσεις των f, g είναι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η εταιρεία RED είναι οικονομικότερη από τη YELLOW για το διάστημα στο οποίο η 

γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τη γραφική παράσταση της g. Από τη γραφική 

παράσταση συμπεραίνουμε ότι αυτό συμβαίνει στο διάστημα [0, 5).  

δ) Αν ο πελάτης Β διανύσει x χιλιόμετρα τότε ο πελάτης Α θα διανύσει x + 3 χιλιόμετρα.  

    Επομένως ο πελάτης Β θα πληρώσει: 

Β = 1 + 0,6x 

και ο πελάτης Α θα πληρώσει: 

Α = 1 + 0,6(x + 3) = 1 + 0,6x + 0,6 ∙ 3 = Β + 1,8 

     Τελικά ο πελάτης Α θα πληρώσει 1,8 ευρώ περισσότερα από τον πελάτη Β. 

 

A 

Γ 

Β 
Δ 

Cf 

Cg 
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γ) Αντικαθιστούμε στον τύπο της f: 

 x = 0 και βρίσκουμε f(0) = 1 + 0,6 ∙ 0 = 1 

 x = 5 και βρίσκουμε f(5) = 1 + 0,6 ∙ 5 = 4 

Άρα η γραφική παράσταση της f που είναι μια ευθεία διέρχεται από τα σημεία Α(0, 1) και 

Β(5, 4).  

Αντικαθιστούμε στον τύπο της g: 

 x = 0 και βρίσκουμε g(0) = 2 + 0,4 ∙ 0 = 2 

 x = 5 και βρίσκουμε g(5) = 2 + 0,4∙5 = 4 

Άρα η γραφική παράσταση της g που είναι μια ευθεία διέρχεται από τα σημεία Γ(0, 2) και 

Δ(5, 4).  

Οι γραφικές παραστάσεις των f, g είναι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η εταιρεία RED είναι οικονομικότερη από τη YELLOW για το διάστημα στο οποίο η 

γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τη γραφική παράσταση της g. Από τη γραφική 

παράσταση συμπεραίνουμε ότι αυτό συμβαίνει στο διάστημα [0, 5).  

δ) Αν ο πελάτης Β διανύσει x χιλιόμετρα τότε ο πελάτης Α θα διανύσει x + 3 χιλιόμετρα.  

    Επομένως ο πελάτης Β θα πληρώσει: 

Β = 1 + 0,6x 

και ο πελάτης Α θα πληρώσει: 

Α = 1 + 0,6(x + 3) = 1 + 0,6x + 0,6 ∙ 3 = Β + 1,8 

     Τελικά ο πελάτης Α θα πληρώσει 1,8 ευρώ περισσότερα από τον πελάτη Β. 

 

A 

Γ 

Β 
Δ 

Cf 

Cg 

γ) Αντικαθιστούμε στον τύπο της f: 

 x = 0 και βρίσκουμε f(0) = 1 + 0,6 ∙ 0 = 1 

 x = 5 και βρίσκουμε f(5) = 1 + 0,6 ∙ 5 = 4 

Άρα η γραφική παράσταση της f που είναι μια ευθεία διέρχεται από τα σημεία Α(0, 1) και 

Β(5, 4).  

Αντικαθιστούμε στον τύπο της g: 

 x = 0 και βρίσκουμε g(0) = 2 + 0,4 ∙ 0 = 2 

 x = 5 και βρίσκουμε g(5) = 2 + 0,4∙5 = 4 

Άρα η γραφική παράσταση της g που είναι μια ευθεία διέρχεται από τα σημεία Γ(0, 2) και 

Δ(5, 4).  

Οι γραφικές παραστάσεις των f, g είναι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η εταιρεία RED είναι οικονομικότερη από τη YELLOW για το διάστημα στο οποίο η 

γραφική παράσταση της f είναι κάτω από τη γραφική παράσταση της g. Από τη γραφική 

παράσταση συμπεραίνουμε ότι αυτό συμβαίνει στο διάστημα [0, 5).  

δ) Αν ο πελάτης Β διανύσει x χιλιόμετρα τότε ο πελάτης Α θα διανύσει x + 3 χιλιόμετρα.  

    Επομένως ο πελάτης Β θα πληρώσει: 

Β = 1 + 0,6x 

και ο πελάτης Α θα πληρώσει: 

Α = 1 + 0,6(x + 3) = 1 + 0,6x + 0,6 ∙ 3 = Β + 1,8 

     Τελικά ο πελάτης Α θα πληρώσει 1,8 ευρώ περισσότερα από τον πελάτη Β. 

 

A 

Γ 

Β 
Δ 

Cf 

Cg 
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ΤΜ

α) Είναι: 

Ε = ΕΑΘΜΚ + ΕΜΖΓΗ = ΑΘ2 + ΓΗ2 = 

= x2 + (3 – x)2 = 

= x2 + 9 – 6x + x2 = 

=  2x2 – 6x + 9 

β) Έχουμε: 

Ε ≥      2x2 – 6x + 9 ≥      

 4x2 – 12x + 18 ≥ 9  

 4x2 – 12x + 9 ≥ 0  

 (2x – 3)2 ≥ 0, 

      που ισχύει για κάθε x(0, 3) 

γ) Ισχύει ότι: 

Ε =      2x2 – 6x + 9 =      

 4x2 – 12x + 18 = 9  

 4x2 – 12x + 9 = 0  

 (2x – 3)2 = 0  2x – 3 = 0  

 x =      

      Για x =      το σημείο Θ είναι μέσο του ΑΒ, οπότε και το Μ μέσο του ΑΓ. 

α) Είναι: 

Ε = ΕΑΘΜΚ + ΕΜΖΓΗ = ΑΘ2 + ΓΗ2 = 

= x2 + (3 – x)2 = 

= x2 + 9 – 6x + x2 = 

=  2x2 – 6x + 9 

β) Έχουμε: 

Ε ≥      2x2 – 6x + 9 ≥      

 4x2 – 12x + 18 ≥ 9  

 4x2 – 12x + 9 ≥ 0  

 (2x – 3)2 ≥ 0, 

      που ισχύει για κάθε x(0, 3) 

γ) Ισχύει ότι: 

Ε =      2x2 – 6x + 9 =      

 4x2 – 12x + 18 = 9  

 4x2 – 12x + 9 = 0  

 (2x – 3)2 = 0  2x – 3 = 0  

 x =      

      Για x =      το σημείο Θ είναι μέσο του ΑΒ, οπότε και το Μ μέσο του ΑΓ. 

235  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μήκη πλευρών α και β έχει εμβαδόν Ε = αβ (1). 

Οι αριθμοί α, Ε, β, με τη σειρά που δίνονται να είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής 

προόδου αν και μόνο αν ισχύει: 

Ε2 = αβ  
   
   Ε2 = Ε  

   
    Ε = 1 

β) i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = α + β = 10   και 

   Ρ = x1x2 = αβ = 1 

Μια εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τα μήκη α και β είναι η: 

x2 – Sx + P = 0  x2 – 10x + 1 = 0  (2) 

ii) Τα α, β είναι οι λύσεις της εξίσωσης (2). Η εξίσωση (2) έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 10)2 – 4 ∙ 1 ∙ 1 = 96 

και ρίζες τις 

x1,2 =                   
            

   
      

       
      

       
  

     Άρα τα μήκη είναι 5 + 2    και 5 – 2  .  
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α) Το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μήκη πλευρών α και β έχει εμβαδόν Ε = αβ (1). 

Οι αριθμοί α, Ε, β, με τη σειρά που δίνονται να είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής 

προόδου αν και μόνο αν ισχύει: 

Ε2 = αβ  
   
   Ε2 = Ε  

   
    Ε = 1 

β) i) Από τους τύπους Vieta βρίσκουμε: 

S = x1 + x2 = α + β = 10   και 

   Ρ = x1x2 = αβ = 1 

Μια εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τα μήκη α και β είναι η: 

x2 – Sx + P = 0  x2 – 10x + 1 = 0  (2) 

ii) Τα α, β είναι οι λύσεις της εξίσωσης (2). Η εξίσωση (2) έχει διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 10)2 – 4 ∙ 1 ∙ 1 = 96 

και ρίζες τις 

x1,2 =                   
            

   
      

       
      

       
  

     Άρα τα μήκη είναι 5 + 2    και 5 – 2  .  

236  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Οη αξηζκνί 2, x, 8 κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο αξηζκεηηθήο 

πξνόδνπ αλ θαη κόλν αλ: 

x =       x =      x = 5 

Η δηαθνξά ω ηεο πξνόδνπ είλαη: 

ω = x – 2 = 5 – 2 = 3 

β) Οη αξηζκνί 2, x, 8 κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο γεωκεηξηθήο 

πξνόδνπ αλ θαη κόλν αλ: 

x2 = 2 ∙ 8  x2 = 16 
   
⇔  x = 4 

Ο ιόγνο ι ηεο πξνόδνπ είλαη: 

ι =       ι = 2 

γ) i) Η αξηζκεηηθή πξόνδνο (αλ) έρεη α1 = 2  θαη  ω = 3. Τόηε: 

Sλ = 
   
 [2α1 + (λ – 1)ω]  

 Sλ = 
   
 [2 ∙ 2 + (λ – 1)3]  

 Sλ = 
   
 (4 + 3λ –3)  

 Sλ = 
   
 (1 + 3λ)  

 Sλ = 
     
  

ii) Η γεωκεηξηθή πξόνδνο (βλ) έρεη β1 = 2  θαη  ι = 2. Είλαη: 

β7 = β1ι7–1 = 2 ∙ 26 = 27 = 128 

Τόηε: 

2(Sλ + 24) = β7  

 2(    
 

    ) = 128  

 3λ2 + λ + 48 = 128  

 3λ2 + λ – 80 = 0 

Η εμίζωζε έρεη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4 ∙ 3 ∙ (– 80) = 1 + 960 = 961 > 0 

θαη ξίδεο ηηο 

λ1,2 =    √       √   
         

  {
     
   

     
     

 

 

     Η ιύζε λ =     
  απνξξίπηεηαη δηόηη δελ είλαη θπζηθόο αξηζκόο. Τειηθά λ = 5. 
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α) Οη αξηζκνί 2, x, 8 κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο αξηζκεηηθήο 

πξνόδνπ αλ θαη κόλν αλ: 

x =       x =      x = 5 

Η δηαθνξά ω ηεο πξνόδνπ είλαη: 

ω = x – 2 = 5 – 2 = 3 

β) Οη αξηζκνί 2, x, 8 κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο γεωκεηξηθήο 

πξνόδνπ αλ θαη κόλν αλ: 

x2 = 2 ∙ 8  x2 = 16 
   
⇔  x = 4 

Ο ιόγνο ι ηεο πξνόδνπ είλαη: 

ι =       ι = 2 

γ) i) Η αξηζκεηηθή πξόνδνο (αλ) έρεη α1 = 2  θαη  ω = 3. Τόηε: 

Sλ = 
   
 [2α1 + (λ – 1)ω]  

 Sλ = 
   
 [2 ∙ 2 + (λ – 1)3]  

 Sλ = 
   
 (4 + 3λ –3)  

 Sλ = 
   
 (1 + 3λ)  

 Sλ = 
     
  

ii) Η γεωκεηξηθή πξόνδνο (βλ) έρεη β1 = 2  θαη  ι = 2. Είλαη: 

β7 = β1ι7–1 = 2 ∙ 26 = 27 = 128 

Τόηε: 

2(Sλ + 24) = β7  

 2(    
 

    ) = 128  

 3λ2 + λ + 48 = 128  

 3λ2 + λ – 80 = 0 

Η εμίζωζε έρεη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4 ∙ 3 ∙ (– 80) = 1 + 960 = 961 > 0 

θαη ξίδεο ηηο 

λ1,2 =    √       √   
         

  {
     
   

     
     

 

 

     Η ιύζε λ =     
  απνξξίπηεηαη δηόηη δελ είλαη θπζηθόο αξηζκόο. Τειηθά λ = 5. 

α) Οη αξηζκνί 2, x, 8 κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο αξηζκεηηθήο 

πξνόδνπ αλ θαη κόλν αλ: 

x =       x =      x = 5 

Η δηαθνξά ω ηεο πξνόδνπ είλαη: 

ω = x – 2 = 5 – 2 = 3 

β) Οη αξηζκνί 2, x, 8 κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο γεωκεηξηθήο 

πξνόδνπ αλ θαη κόλν αλ: 

x2 = 2 ∙ 8  x2 = 16 
   
⇔  x = 4 

Ο ιόγνο ι ηεο πξνόδνπ είλαη: 

ι =       ι = 2 

γ) i) Η αξηζκεηηθή πξόνδνο (αλ) έρεη α1 = 2  θαη  ω = 3. Τόηε: 

Sλ = 
   
 [2α1 + (λ – 1)ω]  

 Sλ = 
   
 [2 ∙ 2 + (λ – 1)3]  

 Sλ = 
   
 (4 + 3λ –3)  

 Sλ = 
   
 (1 + 3λ)  

 Sλ = 
     
  

ii) Η γεωκεηξηθή πξόνδνο (βλ) έρεη β1 = 2  θαη  ι = 2. Είλαη: 

β7 = β1ι7–1 = 2 ∙ 26 = 27 = 128 

Τόηε: 

2(Sλ + 24) = β7  

 2(    
 

    ) = 128  

 3λ2 + λ + 48 = 128  

 3λ2 + λ – 80 = 0 

Η εμίζωζε έρεη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = 12 – 4 ∙ 3 ∙ (– 80) = 1 + 960 = 961 > 0 

θαη ξίδεο ηηο 

λ1,2 =    √       √   
         

  {
     
   

     
     

 

 

     Η ιύζε λ =     
  απνξξίπηεηαη δηόηη δελ είλαη θπζηθόο αξηζκόο. Τειηθά λ = 5. 

237  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Τν ηξηώλπκν x2 – 6x + ι – 7 έρεη α = 1, β = – 6, γ = ι – 7 θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 6)2 – 4  1  (ι – 7) = 36 – 4ι + 28 = 64 – 4ι 

 Τν ηξηώλπκν  έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο αλ θαη κόλν αλ: 

Δ ≥ 0  64 – 4ι ≥ 0  

 – 4ι ≥ – 64  ι ≤ 16 

β)  i) Από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 =     
  =    

  = 6   θαη 

   P = x1x2 =      =       = ι – 7  

ii) Τν ηξηώλπκν έρεη δύν άληζεο θαη νκόζεκεο ξίδεο αλ θαη κόλν αλ: 

(Δ > 0  θαη  Ρ > 0)  

 (64 – 4ι > 0  θαη  ι – 7 > 0)  

 (– 4ι > – 64 θαη  ι > 7)  

 (ι < 16  θαη  ι > 7)  

 7 < ι < 16 

Επεηδή S = 6 > 0, νη ξίδεο είλαη ζεηηθέο. 

γ) i) Η εμίζωζε ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

x2 – 6|x| + ι = 7  |x|2 – 6|x| + ι – 7 = 0  (2) 

Θέηνπκε ζηε (2) |x| = y θαη έρνπκε: 

y2 – 6y + ι – 7 = 0  (3) 

Επνκέλωο γηα λα έρεη ε εμίζωζε (2) ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο πξαγκαηηθέο ξίδεο αξθεί ε 

εμίζωζε (3) λα έρεη δύν ζεηηθέο άληζεο κεηαμύ ηνπο πξαγκαηηθέο ξίδεο. Από ην ζθέινο 

(iiβ) πξνθύπηεη όηη απηό ζπκβαίλεη αλ θαη κόλν αλ: 

7 < ι < 16 

ii)  Ιζρύεη όηη: 

7 < 3√   < 16  √   √   √   , ην νπνίν ηζρύεη 

Τειηθά γηα ι = 3√   ε εμίζωζε (2) νπόηε θαη ε (1) έρεη ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο 

πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
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α) Τν ηξηώλπκν x2 – 6x + ι – 7 έρεη α = 1, β = – 6, γ = ι – 7 θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 6)2 – 4  1  (ι – 7) = 36 – 4ι + 28 = 64 – 4ι 

 Τν ηξηώλπκν  έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο αλ θαη κόλν αλ: 

Δ ≥ 0  64 – 4ι ≥ 0  

 – 4ι ≥ – 64  ι ≤ 16 

β)  i) Από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 =     
  =    

  = 6   θαη 

   P = x1x2 =      =       = ι – 7  

ii) Τν ηξηώλπκν έρεη δύν άληζεο θαη νκόζεκεο ξίδεο αλ θαη κόλν αλ: 

(Δ > 0  θαη  Ρ > 0)  

 (64 – 4ι > 0  θαη  ι – 7 > 0)  

 (– 4ι > – 64 θαη  ι > 7)  

 (ι < 16  θαη  ι > 7)  

 7 < ι < 16 

Επεηδή S = 6 > 0, νη ξίδεο είλαη ζεηηθέο. 

γ) i) Η εμίζωζε ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

x2 – 6|x| + ι = 7  |x|2 – 6|x| + ι – 7 = 0  (2) 

Θέηνπκε ζηε (2) |x| = y θαη έρνπκε: 

y2 – 6y + ι – 7 = 0  (3) 

Επνκέλωο γηα λα έρεη ε εμίζωζε (2) ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο πξαγκαηηθέο ξίδεο αξθεί ε 

εμίζωζε (3) λα έρεη δύν ζεηηθέο άληζεο κεηαμύ ηνπο πξαγκαηηθέο ξίδεο. Από ην ζθέινο 

(iiβ) πξνθύπηεη όηη απηό ζπκβαίλεη αλ θαη κόλν αλ: 

7 < ι < 16 

ii)  Ιζρύεη όηη: 

7 < 3√   < 16  √   √   √   , ην νπνίν ηζρύεη 

Τειηθά γηα ι = 3√   ε εμίζωζε (2) νπόηε θαη ε (1) έρεη ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο 

πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

238  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Ανηικαθιζηούμε ζηον ηύπο y = 0,43x – 26 όποσ y = 38,5 και βρίζκοσμε: 

38,5 = 0,43x – 26  

 64,5 = 0,43x  x = 150 

Άρα η γσναίκα έτει ύυος 150 cm. 

β) Αν σποθέζοσμε όηι ηο μηριαίο οζηό με μήκος y = 42,8 cm ανήκει ζε άνθρφπο με ύυος x = 

164 cm, ηόηε θα πρέπει να επαληθεύεηαι η ιζόηηηα y = 0,45x – 31. 

Είναι: 

42,8 = 0,45 ∙ 164 – 31  

 42,8 = 73,8 – 31  42,8 = 42,8, ιζτύει 

γ) Ένας άνδρας και μια γσναίκα ίδιοσ ύυοσς έτοσν μηριαίο οζηό ίδιοσ μήκοσς αν και μόνο 

αν: 

0,43x – 26 = 0,45x – 31  

 31 – 26 = 0,45x – 0,43x   

 0,02x = 5  x = 250 cm 

Είναι θσζικώς αδύναηον ένας άνδρας και μια γσναίκα να έτοσν ύυος 250 cm! Δεν μπορεί  

επομένφς ένας άνδρας και μια γσναίκα ίδιοσ ύυοσς να έτοσν μηριαίο οζηό ίδιοσ μήκοσς 
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ΤΜ

α) Ανηικαθιζηούμε ζηον ηύπο y = 0,43x – 26 όποσ y = 38,5 και βρίζκοσμε: 

38,5 = 0,43x – 26  

 64,5 = 0,43x  x = 150 

Άρα η γσναίκα έτει ύυος 150 cm. 

β) Αν σποθέζοσμε όηι ηο μηριαίο οζηό με μήκος y = 42,8 cm ανήκει ζε άνθρφπο με ύυος x = 

164 cm, ηόηε θα πρέπει να επαληθεύεηαι η ιζόηηηα y = 0,45x – 31. 

Είναι: 

42,8 = 0,45 ∙ 164 – 31  

 42,8 = 73,8 – 31  42,8 = 42,8, ιζτύει 

γ) Ένας άνδρας και μια γσναίκα ίδιοσ ύυοσς έτοσν μηριαίο οζηό ίδιοσ μήκοσς αν και μόνο 

αν: 

0,43x – 26 = 0,45x – 31  

 31 – 26 = 0,45x – 0,43x   

 0,02x = 5  x = 250 cm 

Είναι θσζικώς αδύναηον ένας άνδρας και μια γσναίκα να έτοσν ύυος 250 cm! Δεν μπορεί  

επομένφς ένας άνδρας και μια γσναίκα ίδιοσ ύυοσς να έτοσν μηριαίο οζηό ίδιοσ μήκοσς 

239  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Οι αριθμοί x2 + 5, x2 + x, 2x + 4, με ηη ζειρά ποσ δίνονηαι, είναι διαδοτικοί όροι 

αριθμηηικής προόδοσ αν και μόνο αν: 

x2 + x =  
        

   

 2(x2 + x) = x2 + 2x + 9  

 2x2 + 2x = x2 + 2x + 9  

 x2  = 9  (x = – 3  ή  x = 3) 

β) Για x = 3 είναι: 

α4 = 32 + 5 = 14 και 

α5 = 32 + 3 = 12 . 

i) Η διαθορά ω ηης προόδοσ είναι: 

ω = α5 – α4 = 12 – 14 = – 2 

ii) Ιζτύει όηι: 

α4 = 14  α1 + (4 – 1)ω = 14  

 α1 + 3(– 2) = 14  

 α1 – 6 = 14  α1 = 20 

iii) Το ζηηούμενο άθροιζμα είναι: 

S = α15 + α16 + α17 + ... + α24
 = 

= α1 + α2 + … + α14 + α15 + ... + α24 – (α1 + α2 + ... + α14) = 

= S24 – S14 = 

=    [2 ∙ 20 + (24 – 1) ∙ (– 2)] –    [2 ∙ 20 + (14 – 1) ∙ (– 2)] = 

= 12(40 – 46) – 7(40 – 26) = – 72 – 98 = – 170 
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α) Οι αριθμοί x2 + 5, x2 + x, 2x + 4, με ηη ζειρά ποσ δίνονηαι, είναι διαδοτικοί όροι 

αριθμηηικής προόδοσ αν και μόνο αν: 

x2 + x =  
        

   

 2(x2 + x) = x2 + 2x + 9  

 2x2 + 2x = x2 + 2x + 9  

 x2  = 9  (x = – 3  ή  x = 3) 

β) Για x = 3 είναι: 

α4 = 32 + 5 = 14 και 

α5 = 32 + 3 = 12 . 

i) Η διαθορά ω ηης προόδοσ είναι: 

ω = α5 – α4 = 12 – 14 = – 2 

ii) Ιζτύει όηι: 

α4 = 14  α1 + (4 – 1)ω = 14  

 α1 + 3(– 2) = 14  

 α1 – 6 = 14  α1 = 20 

iii) Το ζηηούμενο άθροιζμα είναι: 

S = α15 + α16 + α17 + ... + α24
 = 

= α1 + α2 + … + α14 + α15 + ... + α24 – (α1 + α2 + ... + α14) = 

= S24 – S14 = 

=    [2 ∙ 20 + (24 – 1) ∙ (– 2)] –    [2 ∙ 20 + (14 – 1) ∙ (– 2)] = 

= 12(40 – 46) – 7(40 – 26) = – 72 – 98 = – 170 

240  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

α3 = 8  α1 + (3 – 1)ω = 8  

 α1 + 2ω = 8  α1 = 8 – 2ω  (1) 

Επίσης ιστύει ότι: 

α8 = 23  α1 + (8 – 1)ω = 23  

 α1 + 7ω = 23 
   
⇔  

 8 – 2ω + 7ω = 23  

 5ω = 15  ω = 3 

Αντικαθιστούμε στη στέση (1) και βρίσκοσμε:  

α1 = 8 – 2 ∙ 3  α1 = 2 

β) Είναι: 

α31 = α1 + (31 – 1)ω =  

=2 + 30 ∙ 3 = 2 + 90 = 92 

γ) Έτοσμε: 

S = (α1 + 1) + (α2 + 2) + (α3 + 3) + ...+ (α31 + 31) = 

= (α1 + α2 + α3 + … + α31) + (1 + 2 + 3 + … + 31) = S1 + S2 

όποσ 

S1 = α1 + α2 + α3 + … + α31 =    [2 ∙ 2 + (31 – 1) ∙ 3] =    (4 + 30 ∙ 3) =     ∙ 94 = 1457 

S2 = 1 + 2 + 3 + … + 31 =    (1 + 31) =     ∙ 32 = 496 

Τελικά: 

S = 1497 + 496 = 1953 
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ΤΜ

α) Είναι: 

α3 = 8  α1 + (3 – 1)ω = 8  

 α1 + 2ω = 8  α1 = 8 – 2ω  (1) 

Επίσης ιστύει ότι: 

α8 = 23  α1 + (8 – 1)ω = 23  

 α1 + 7ω = 23 
   
⇔  

 8 – 2ω + 7ω = 23  

 5ω = 15  ω = 3 

Αντικαθιστούμε στη στέση (1) και βρίσκοσμε:  

α1 = 8 – 2 ∙ 3  α1 = 2 

β) Είναι: 

α31 = α1 + (31 – 1)ω =  

=2 + 30 ∙ 3 = 2 + 90 = 92 

γ) Έτοσμε: 

S = (α1 + 1) + (α2 + 2) + (α3 + 3) + ...+ (α31 + 31) = 

= (α1 + α2 + α3 + … + α31) + (1 + 2 + 3 + … + 31) = S1 + S2 

όποσ 

S1 = α1 + α2 + α3 + … + α31 =    [2 ∙ 2 + (31 – 1) ∙ 3] =    (4 + 30 ∙ 3) =     ∙ 94 = 1457 

S2 = 1 + 2 + 3 + … + 31 =    (1 + 31) =     ∙ 32 = 496 

Τελικά: 

S = 1497 + 496 = 1953 

241  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Ιζρύεη όηη: 

|sΓ – sA| = |sΓ – sB|  

 (sΓ – sA = sΓ – sB  ή  sΓ – sA = – (sΓ – sB))  

 (sA = sB, απνξξίπηεηαη  ή  sΓ – sA = – sΓ + sB)  

 2sΓ = sA + sB  sΓ =      
  

Δίλαη: 

sΑ – sΓ = sΑ –      
  = 

=           
  =      

  < 0  

 sΑ < sΓ  (1) 

Ιζρύεη επίζεο όηη: 

sΓ – sΓ =      
  –       

  = 

=               
  =      

  < 0  

 sΓ < sΓ  (2) 

Δίλαη: 

sΓ – sΒ =       
  – sΒ = 

=            
  =      

  < 0  

 sΓ < sΒ  (3) 

Από ηηο ζρέζεηο (1), (2) θαη (3) βξίζθνπκε: 

sA < sΓ < sΓ < sΒ 

 

 

 

β)  i) Μηα εμίζωζε 2νπ βαζκνύ είλαη ε: 

x2 – Sx + P = 0  x2 – (sA + sB)x + sAsB = 0  

 x2 – 1,4x + 0,45 = 0 (4) 

ii) Η εμίζωζε (4) έρεη δηαθξίλνπζα: 

Γ = β2 – 4αγ =  (– 1,4)2 – 4  1  0,45 = 0,16 

θαη ξίδεο ηηο 

x1,2 =    √ 
    (    ) √    

          
  {

       
     

       
     

 

Δπεηδή ηζρύεη sA < sB είλαη: 

sA = 0,5 km  θαη  sB = 0,9 km 

Τέινο βξίζθνπκε: 

Ο                                  Α                             Β 

        Γ     Γ 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

185

α) Ιζρύεη όηη: 

|sΓ – sA| = |sΓ – sB|  

 (sΓ – sA = sΓ – sB  ή  sΓ – sA = – (sΓ – sB))  

 (sA = sB, απνξξίπηεηαη  ή  sΓ – sA = – sΓ + sB)  

 2sΓ = sA + sB  sΓ =      
  

Δίλαη: 

sΑ – sΓ = sΑ –      
  = 

=           
  =      

  < 0  

 sΑ < sΓ  (1) 

Ιζρύεη επίζεο όηη: 

sΓ – sΓ =      
  –       

  = 

=               
  =      

  < 0  

 sΓ < sΓ  (2) 

Δίλαη: 

sΓ – sΒ =       
  – sΒ = 

=            
  =      

  < 0  

 sΓ < sΒ  (3) 

Από ηηο ζρέζεηο (1), (2) θαη (3) βξίζθνπκε: 

sA < sΓ < sΓ < sΒ 

 

 

 

β)  i) Μηα εμίζωζε 2νπ βαζκνύ είλαη ε: 

x2 – Sx + P = 0  x2 – (sA + sB)x + sAsB = 0  

 x2 – 1,4x + 0,45 = 0 (4) 

ii) Η εμίζωζε (4) έρεη δηαθξίλνπζα: 

Γ = β2 – 4αγ =  (– 1,4)2 – 4  1  0,45 = 0,16 

θαη ξίδεο ηηο 

x1,2 =    √ 
    (    ) √    

          
  {

       
     

       
     

 

Δπεηδή ηζρύεη sA < sB είλαη: 

sA = 0,5 km  θαη  sB = 0,9 km 

Τέινο βξίζθνπκε: 

Ο                                  Α                             Β 

        Γ     Γ 

sΓ =       
  =          

  = 0,8 km 

sΓ =      
         

  = 0,7 km 

242  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Τν εκβαδόλ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ είλαη: 

Δ1 = 15 ∙ 25 = 375 m2 

Τν εμωηεξηθό νξζνγώλην έρεη δηαζηάζεηο 15 + 2x, 25 + 2x  θαη εκβαδόλ: 

Δ2 = (15 + 2x)(25 + 2x) = 

= 375 + 30x + 50x + 4x2 = 

= 4x2 + 80x + 375  

Τν εκβαδόλ ηεο δώλεο είλαη: 

Δ = Δ2 – Δ1 = 

= 4x2 + 80x + 375 – 375 = 

= 4x2 + 80x, x > 0 

β) Ιζρύεη όηη: 

Δ = 500  4x2 + 80x = 500  

 4x2 + 80x – 500 = 0  

 x2 + 20x – 125 = 0 

Η εμίζωζε έρεη δηαθξίλνπζα:  

Γ = β2 – 4αγ = 202 – 4  1  (– 125) = 400 + 500 = 900 > 0    

θαη ξίδεο ηηο: 

x1,2 =    √        √   
         

  {
      

   
      

     
 

Δπεηδή x > 0 είλαη x = 5 m. 

γ) Δίλαη: 

Δ(x) < 500  4x2 + 80x < 500  

 4x2 + 80x – 500 < 0  

 x2 + 20x – 125 < 0 

    Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 
x 

–   0                    5              

+ 

 

 x2 + 20x – 125    – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

x2 + 20x – 125 < 0   

 0 < x < 5  x(0, 5)  
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α) Τν εκβαδόλ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ είλαη: 

Δ1 = 15 ∙ 25 = 375 m2 

Τν εμωηεξηθό νξζνγώλην έρεη δηαζηάζεηο 15 + 2x, 25 + 2x  θαη εκβαδόλ: 

Δ2 = (15 + 2x)(25 + 2x) = 

= 375 + 30x + 50x + 4x2 = 

= 4x2 + 80x + 375  

Τν εκβαδόλ ηεο δώλεο είλαη: 

Δ = Δ2 – Δ1 = 

= 4x2 + 80x + 375 – 375 = 

= 4x2 + 80x, x > 0 

β) Ιζρύεη όηη: 

Δ = 500  4x2 + 80x = 500  

 4x2 + 80x – 500 = 0  

 x2 + 20x – 125 = 0 

Η εμίζωζε έρεη δηαθξίλνπζα:  

Γ = β2 – 4αγ = 202 – 4  1  (– 125) = 400 + 500 = 900 > 0    

θαη ξίδεο ηηο: 

x1,2 =    √        √   
         

  {
      

   
      

     
 

Δπεηδή x > 0 είλαη x = 5 m. 

γ) Δίλαη: 

Δ(x) < 500  4x2 + 80x < 500  

 4x2 + 80x – 500 < 0  

 x2 + 20x – 125 < 0 

    Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 
x 

–   0                    5              

+ 

 

 x2 + 20x – 125    – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

x2 + 20x – 125 < 0   

 0 < x < 5  x(0, 5)  

243  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Έζηω όηι ηο πλάηος ηοσ παραλληλογράμμοσ είναι y cm. Τόηε η περίμεηρός ηοσ είναι: 

Π = 2x + 2y 

Είναι: 

Π = 40  2x + 2y = 40  

 x + y = 20   

 y = 20 – x  (1) 

Επειδή ηα x, y είναι διαζηάζεις πρέπει x > 0  και  y > 0. Τόηε: 

y > 0 
   
⇔ 20 – x > 0  

 – x > – 20  x < 20 

Τελικά: 

0 < x < 20 

β) Το εμβαδόν ηοσ παραλληλογράμμοσ είναι: 

Ε = x ∙ y 
   
⇔ E(x) = x(20 – x)  

 E(x) = 20x – x2,  x(0, 20) 

γ) Είναι: 

E(x) ≤ 100  20x – x2 ≤ 100  

 x2 – 20x + 100 ≥ 0  

 x2 – 2 ∙ 10x + 102 ≥ 0  

 (x – 10)2 ≥ 0,  

ηο οποίο ιζτύει για κάθε x(0, 20). 

δ) Από ηο ερώηημα (γ) η μέγιζηη ηιμή ηοσ εμβαδού είναι 100 cm2. Άρα:  

   22 2100 20 100 20 100 0 10 0 10E x x x x x x x              

και 20 10 10y    . Άρα από όλα ηα ορθογώνια με περίμεηρο 40 cm ηο ηεηράγωνο με 

πλεσρά 10 cm έτει ηο μεγαλύηερο εμβαδόν. 
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α) Τν εκβαδόλ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ είλαη: 

Δ1 = 15 ∙ 25 = 375 m2 

Τν εμωηεξηθό νξζνγώλην έρεη δηαζηάζεηο 15 + 2x, 25 + 2x  θαη εκβαδόλ: 

Δ2 = (15 + 2x)(25 + 2x) = 

= 375 + 30x + 50x + 4x2 = 

= 4x2 + 80x + 375  

Τν εκβαδόλ ηεο δώλεο είλαη: 

Δ = Δ2 – Δ1 = 

= 4x2 + 80x + 375 – 375 = 

= 4x2 + 80x, x > 0 

β) Ιζρύεη όηη: 

Δ = 500  4x2 + 80x = 500  

 4x2 + 80x – 500 = 0  

 x2 + 20x – 125 = 0 

Η εμίζωζε έρεη δηαθξίλνπζα:  

Γ = β2 – 4αγ = 202 – 4  1  (– 125) = 400 + 500 = 900 > 0    

θαη ξίδεο ηηο: 

x1,2 =    √        √   
         

  {
      

   
      

     
 

Δπεηδή x > 0 είλαη x = 5 m. 

γ) Δίλαη: 

Δ(x) < 500  4x2 + 80x < 500  

 4x2 + 80x – 500 < 0  

 x2 + 20x – 125 < 0 

    Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 
x 

–   0                    5              

+ 

 

 x2 + 20x – 125    – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

x2 + 20x – 125 < 0   

 0 < x < 5  x(0, 5)  

243  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Έζηω όηι ηο πλάηος ηοσ παραλληλογράμμοσ είναι y cm. Τόηε η περίμεηρός ηοσ είναι: 

Π = 2x + 2y 

Είναι: 

Π = 40  2x + 2y = 40  

 x + y = 20   

 y = 20 – x  (1) 

Επειδή ηα x, y είναι διαζηάζεις πρέπει x > 0  και  y > 0. Τόηε: 

y > 0 
   
⇔ 20 – x > 0  

 – x > – 20  x < 20 

Τελικά: 

0 < x < 20 

β) Το εμβαδόν ηοσ παραλληλογράμμοσ είναι: 

Ε = x ∙ y 
   
⇔ E(x) = x(20 – x)  

 E(x) = 20x – x2,  x(0, 20) 

γ) Είναι: 

E(x) ≤ 100  20x – x2 ≤ 100  

 x2 – 20x + 100 ≥ 0  

 x2 – 2 ∙ 10x + 102 ≥ 0  

 (x – 10)2 ≥ 0,  

ηο οποίο ιζτύει για κάθε x(0, 20). 

δ) Από ηο ερώηημα (γ) η μέγιζηη ηιμή ηοσ εμβαδού είναι 100 cm2. Άρα:  

   22 2100 20 100 20 100 0 10 0 10E x x x x x x x              

και 20 10 10y    . Άρα από όλα ηα ορθογώνια με περίμεηρο 40 cm ηο ηεηράγωνο με 

πλεσρά 10 cm έτει ηο μεγαλύηερο εμβαδόν. 

α) Έζηω όηι ηο πλάηος ηοσ παραλληλογράμμοσ είναι y cm. Τόηε η περίμεηρός ηοσ είναι: 

Π = 2x + 2y 

Είναι: 

Π = 40  2x + 2y = 40  

 x + y = 20   

 y = 20 – x  (1) 

Επειδή ηα x, y είναι διαζηάζεις πρέπει x > 0  και  y > 0. Τόηε: 

y > 0 
   
⇔ 20 – x > 0  

 – x > – 20  x < 20 

Τελικά: 

0 < x < 20 

β) Το εμβαδόν ηοσ παραλληλογράμμοσ είναι: 

Ε = x ∙ y 
   
⇔ E(x) = x(20 – x)  

 E(x) = 20x – x2,  x(0, 20) 

γ) Είναι: 

E(x) ≤ 100  20x – x2 ≤ 100  

 x2 – 20x + 100 ≥ 0  

 x2 – 2 ∙ 10x + 102 ≥ 0  

 (x – 10)2 ≥ 0,  

ηο οποίο ιζτύει για κάθε x(0, 20). 

δ) Από ηο ερώηημα (γ) η μέγιζηη ηιμή ηοσ εμβαδού είναι 100 cm2. Άρα:  

   22 2100 20 100 20 100 0 10 0 10E x x x x x x x              

και 20 10 10y    . Άρα από όλα ηα ορθογώνια με περίμεηρο 40 cm ηο ηεηράγωνο με 

πλεσρά 10 cm έτει ηο μεγαλύηερο εμβαδόν. 

244  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

α3 = 10  α1 + (3 – 1)ω = 10  

 α1 = 10 – 2ω  (1) 

Ιζτύει επίζης όηι: 

α20 = 61  α1 + (20 – 1)ω = 61 
   
⇔  

 10 – 2ω + 19ω = 61  

 17ω = 51  ω = 3 

Ανηικαθιζηώνηας ζηην (1) βρίζκοσμε: 

α1 = 10 – 2 ∙ 3 = 4 

β) Έτοσμε: 

αν = 333  α1 + (ν – 1)ω = 333  

 4 + (ν – 1)3 = 333  

 4 + 3ν – 3 = 333  

 3ν = 332  ν =      

Ο αριθμός      δεν είναι θσζικός και επομένως ο 333 δεν μπορεί να είναι όρος ηης 

αριθμηηικής προόδοσ. 

γ) Έζηω όηι οι x, y είναι διαδοτικοί όροι αριθμηηικής προόδοσ με x < y. Τόηε ιζτύει όηι: 

y = ω + x  (2) 

Είναι: 
   
  

   
  
   
⇔      

   
    

 3x = 2(ω + x)  3x = 2ω + 2x  

 x = 2ω  x = 6 

Ο αριθμός 6 δεν είναι όρος ηης αριθμηηικής προόδοσ αθού θα έπρεπε να σπάρτει θσζικός 

αριθμός ν ώζηε να ιζτύει: 

αν = 6  4 + (ν – 1) 3=6  3ν = 5  ν =     , ποσ δεν είναι θσζικός αριθμός. 
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ΤΜ
α) Είναι: 

α3 = 10  α1 + (3 – 1)ω = 10  

 α1 = 10 – 2ω  (1) 

Ιζτύει επίζης όηι: 

α20 = 61  α1 + (20 – 1)ω = 61 
   
⇔  

 10 – 2ω + 19ω = 61  

 17ω = 51  ω = 3 

Ανηικαθιζηώνηας ζηην (1) βρίζκοσμε: 

α1 = 10 – 2 ∙ 3 = 4 

β) Έτοσμε: 

αν = 333  α1 + (ν – 1)ω = 333  

 4 + (ν – 1)3 = 333  

 4 + 3ν – 3 = 333  

 3ν = 332  ν =      

Ο αριθμός      δεν είναι θσζικός και επομένως ο 333 δεν μπορεί να είναι όρος ηης 

αριθμηηικής προόδοσ. 

γ) Έζηω όηι οι x, y είναι διαδοτικοί όροι αριθμηηικής προόδοσ με x < y. Τόηε ιζτύει όηι: 

y = ω + x  (2) 

Είναι: 
   
  

   
  
   
⇔      

   
    

 3x = 2(ω + x)  3x = 2ω + 2x  

 x = 2ω  x = 6 

Ο αριθμός 6 δεν είναι όρος ηης αριθμηηικής προόδοσ αθού θα έπρεπε να σπάρτει θσζικός 

αριθμός ν ώζηε να ιζτύει: 

αν = 6  4 + (ν – 1) 3=6  3ν = 5  ν =     , ποσ δεν είναι θσζικός αριθμός. 
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245  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Τν ηξηώλπκν x2 – 2x + ι έρεη α = 1, β = – 2, γ = ι  θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ =  (– 2)2 – 4  1  ι = 4 – 4ι 

Η δνζείζα εμίζωζε έρεη δύν ξίδεο δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο αλ θαη κόλν αλ: 

Δ > 0  4 – 4ι > 0   

 – 4ι > – 4  ι < 1 

ην νπνίν ηζρύεη από ππόζεζε. 

β) Από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 =     
  =    

  = 2  (1) 

γ) i) Ιζνδύλακα θαη δηαδνρηθά βξίζθνπκε: 

|x1 – 2| = |x2 + 2|   

 (x1 – 2 = x2 + 2  ή  x1 – 2 = – (x2 + 2))  

 (x1 – x2 = 2 + 2  ή  x1 – 2 = – x2 – 2)   

 (x1 – x2 = 4  ή  x1 + x2 = 0, απνξξίπηεηαη ιόγω ηνπ (β))  

 x1 – x2 = 4  (2) 

ii)  Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο (1) θαη (2) θαη βξίζθνπκε: 

x1 + x2 + x1 – x2 = 2 + 4  

 2x1 = 6  x1 = 3 

Αληηθαζηζηνύκε ζηελ ηζόηεηα (1) θαη βξίζθνπκε: 

3 + x2 = 2  x2 = – 1 

Επίζεο, από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

P = x1x2 =        

 3 ∙ (– 1) =       ι = – 3 

α) Τν ηξηώλπκν x2 – 2x + ι έρεη α = 1, β = – 2, γ = ι  θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ =  (– 2)2 – 4  1  ι = 4 – 4ι 

Η δνζείζα εμίζωζε έρεη δύν ξίδεο δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο αλ θαη κόλν αλ: 

Δ > 0  4 – 4ι > 0   

 – 4ι > – 4  ι < 1 

ην νπνίν ηζρύεη από ππόζεζε. 

β) Από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 =     
  =    

  = 2  (1) 

γ) i) Ιζνδύλακα θαη δηαδνρηθά βξίζθνπκε: 

|x1 – 2| = |x2 + 2|   

 (x1 – 2 = x2 + 2  ή  x1 – 2 = – (x2 + 2))  

 (x1 – x2 = 2 + 2  ή  x1 – 2 = – x2 – 2)   

 (x1 – x2 = 4  ή  x1 + x2 = 0, απνξξίπηεηαη ιόγω ηνπ (β))  

 x1 – x2 = 4  (2) 

ii)  Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο ηζόηεηεο (1) θαη (2) θαη βξίζθνπκε: 

x1 + x2 + x1 – x2 = 2 + 4  

 2x1 = 6  x1 = 3 

Αληηθαζηζηνύκε ζηελ ηζόηεηα (1) θαη βξίζθνπκε: 

3 + x2 = 2  x2 = – 1 

Επίζεο, από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

P = x1x2 =        

 3 ∙ (– 1) =       ι = – 3 
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246  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η διακπίνοςζα ηος ηπιωνύμος αx2 – (α2 – 1)x – α είναι: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (α2 – 1))2 – 4  α  (– α) =  

= α4 – 2α2 + 1 + 4α2 = 

= α4 + 2α2 + 1 = (α2 + 1)2 

β) Είναι Δ > 0 οπόηε ε εξίζωζε έσει δύο άνιζερ πίδερ: 

x1,2 =    √    
 ( (    )) √(    ) 

        (    )
   {

         
    

         
       

 

 

γ) Είναι: 

|π1 – π2| = 2  |  (    
 )| = 2  

 (     
               

   )  

 (α2 + 1 = – 2α  ή  α2 + 1 = 2α)  

 (α2 + 2α + 1 = 0  ή  α2 – 2α + 1 = 0)  

 ((α + 1)2 = 0  ή  (α – 1)2 = 0)  

 (α + 1 = 0  ή  α – 1 = 0)  

 (α = – 1  ή  α = 1) 

247  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το μηνιαίο κόζηος ηης επιτείρηζης, αν γεμίζει ν ηόνερ είναι: 

Κ(ν) = 6500 + 15 ∙ ν, ν  

β) Τα μηνιαία έζοδα ηης επιτείρηζης από ηην πώληζη ν αριθμού ηόνερ είναι: 

Ε(ν) = 25 ∙ ν, ν  

γ)  

 

i) Η επιτείρηζη δεν έτει ζημία αν και μονό αν: 

Ε(ν) ≥ Κ(ν) 0  

 25ν ≥ 6500 + 15ν   

 10ν  ≥ 6500  ν  ≥ 650 

Επομένως η επιτείρηζη πρέπει να ποσλήζει ηοσλάτιζηον 650 ηόνερ ηο μήνα ώζηε να μην 

έτει ζημιά. 

ii) Το κέρδος ηης επιτείρηζης προζδιορίζεηαι από ηον ηύπο: 

Ρ(ν) = Ε(ν) – Κ(ν) = 

= 25ν – 6500 – 15ν = 

= 10ν – 6500. 

Η επιτείρηζη έτει μηνιαίο κέρδος ηοσλάτιζηον 500 εσρώ αν και μόνο αν:  

Ρ(ν) ≥ 500  

 10ν – 6500 ≥ 500  

 10ν  ≥ 7000  ν  ≥ 700 

Επομένως η επιτείρηζη έτει μηνιαίο κέρδος ηοσλάτιζηον 500 εσρώ αν ποσλήζει 

ηοσλάτιζηον 700 ηόνερ. 
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246  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η διακπίνοςζα ηος ηπιωνύμος αx2 – (α2 – 1)x – α είναι: 

Δ = β2 – 4αγ = (– (α2 – 1))2 – 4  α  (– α) =  

= α4 – 2α2 + 1 + 4α2 = 

= α4 + 2α2 + 1 = (α2 + 1)2 

β) Είναι Δ > 0 οπόηε ε εξίζωζε έσει δύο άνιζερ πίδερ: 

x1,2 =    √    
 ( (    )) √(    ) 

        (    )
   {

         
    

         
       

 

 

γ) Είναι: 

|π1 – π2| = 2  |  (    
 )| = 2  

 (     
               

   )  

 (α2 + 1 = – 2α  ή  α2 + 1 = 2α)  

 (α2 + 2α + 1 = 0  ή  α2 – 2α + 1 = 0)  

 ((α + 1)2 = 0  ή  (α – 1)2 = 0)  

 (α + 1 = 0  ή  α – 1 = 0)  

 (α = – 1  ή  α = 1) 

247  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το μηνιαίο κόζηος ηης επιτείρηζης, αν γεμίζει ν ηόνερ είναι: 

Κ(ν) = 6500 + 15 ∙ ν, ν  

β) Τα μηνιαία έζοδα ηης επιτείρηζης από ηην πώληζη ν αριθμού ηόνερ είναι: 

Ε(ν) = 25 ∙ ν, ν  

γ)  

 

i) Η επιτείρηζη δεν έτει ζημία αν και μονό αν: 

Ε(ν) ≥ Κ(ν) 0  

 25ν ≥ 6500 + 15ν   

 10ν  ≥ 6500  ν  ≥ 650 

Επομένως η επιτείρηζη πρέπει να ποσλήζει ηοσλάτιζηον 650 ηόνερ ηο μήνα ώζηε να μην 

έτει ζημιά. 

ii) Το κέρδος ηης επιτείρηζης προζδιορίζεηαι από ηον ηύπο: 

Ρ(ν) = Ε(ν) – Κ(ν) = 

= 25ν – 6500 – 15ν = 

= 10ν – 6500. 

Η επιτείρηζη έτει μηνιαίο κέρδος ηοσλάτιζηον 500 εσρώ αν και μόνο αν:  

Ρ(ν) ≥ 500  

 10ν – 6500 ≥ 500  

 10ν  ≥ 7000  ν  ≥ 700 

Επομένως η επιτείρηζη έτει μηνιαίο κέρδος ηοσλάτιζηον 500 εσρώ αν ποσλήζει 

ηοσλάτιζηον 700 ηόνερ. 

α) Το μηνιαίο κόζηος ηης επιτείρηζης, αν γεμίζει ν ηόνερ είναι: 

Κ(ν) = 6500 + 15 ∙ ν, ν  

β) Τα μηνιαία έζοδα ηης επιτείρηζης από ηην πώληζη ν αριθμού ηόνερ είναι: 

Ε(ν) = 25 ∙ ν, ν  

γ)  

 

i) Η επιτείρηζη δεν έτει ζημία αν και μονό αν: 

Ε(ν) ≥ Κ(ν) 0  

 25ν ≥ 6500 + 15ν   

 10ν  ≥ 6500  ν  ≥ 650 

Επομένως η επιτείρηζη πρέπει να ποσλήζει ηοσλάτιζηον 650 ηόνερ ηο μήνα ώζηε να μην 

έτει ζημιά. 

ii) Το κέρδος ηης επιτείρηζης προζδιορίζεηαι από ηον ηύπο: 

Ρ(ν) = Ε(ν) – Κ(ν) = 

= 25ν – 6500 – 15ν = 

= 10ν – 6500. 

Η επιτείρηζη έτει μηνιαίο κέρδος ηοσλάτιζηον 500 εσρώ αν και μόνο αν:  

Ρ(ν) ≥ 500  

 10ν – 6500 ≥ 500  

 10ν  ≥ 7000  ν  ≥ 700 

Επομένως η επιτείρηζη έτει μηνιαίο κέρδος ηοσλάτιζηον 500 εσρώ αν ποσλήζει 

ηοσλάτιζηον 700 ηόνερ. 

247  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Είλαη: 

|x + 1| < 4  – 4 < x + 1 < 4  – 4 – 1 < x + 1 – 1 < 4 – 1  

 – 5 < x < 3  x(– 5, 3) 

 

 

β) Οη αθέξαηεο ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– 5, 3) είλαη νη: 

– 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2 

γ) Αλαδεηνύκε έλα ηξηώλπκν κε κνξθή f(x) = x2 + βx + γ, ην νπνίν έρεη δύν ξίδεο θαη γηα ην  

    νπνίν λα ηζρύεη: 

f(x) > 0, γηα θάζε x ≤ 0 

θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ x2 είλαη α = 1 > 0. 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

     Αλ ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο x1, x2 ηόηε ν πίλαθαο πξνζήκωλ ηνπ είλαη ν εμήο: 

  x –∞      x1            x2             +∞  

  x2 + βx + γ + – +  

Επεηδή ζέινπκε ην ηξηώλπκν λα είλαη ζεηηθό, γηα θάζε x(– ∞, 0] πξέπεη ην δηάζηεκα 

απηό λα είλαη εθηόο ηωλ ξηδώλ x1, x2. Απηό κε άιια ιόγηα ζεκαίλεη όηη νη ξίδεο δελ πξέπεη 

λα αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– ∞, 0]. Επνκέλωο νη ξίδεο ζα είλαη νη αξηζκνί 1 θαη 2.  

Τόηε από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 = 1 + 2 = 3   θαη  Ρ = x1x2 = 1∙2 = 2 

Τν δεηνύκελν ηξηώλπκν είλαη ην: 

x2 – Sx + P =  x2 – 3x + 2 

    –5   –4   –3  –2  –1     0      1    2    3    4     5     6      x 
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ΤΜ

α) Είλαη: 

|x + 1| < 4  – 4 < x + 1 < 4  – 4 – 1 < x + 1 – 1 < 4 – 1  

 – 5 < x < 3  x(– 5, 3) 

 

 

β) Οη αθέξαηεο ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– 5, 3) είλαη νη: 

– 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2 

γ) Αλαδεηνύκε έλα ηξηώλπκν κε κνξθή f(x) = x2 + βx + γ, ην νπνίν έρεη δύν ξίδεο θαη γηα ην  

    νπνίν λα ηζρύεη: 

f(x) > 0, γηα θάζε x ≤ 0 

θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ x2 είλαη α = 1 > 0. 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

     Αλ ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο x1, x2 ηόηε ν πίλαθαο πξνζήκωλ ηνπ είλαη ν εμήο: 

  x –∞      x1            x2             +∞  

  x2 + βx + γ + – +  

Επεηδή ζέινπκε ην ηξηώλπκν λα είλαη ζεηηθό, γηα θάζε x(– ∞, 0] πξέπεη ην δηάζηεκα 

απηό λα είλαη εθηόο ηωλ ξηδώλ x1, x2. Απηό κε άιια ιόγηα ζεκαίλεη όηη νη ξίδεο δελ πξέπεη 

λα αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– ∞, 0]. Επνκέλωο νη ξίδεο ζα είλαη νη αξηζκνί 1 θαη 2.  

Τόηε από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 = 1 + 2 = 3   θαη  Ρ = x1x2 = 1∙2 = 2 

Τν δεηνύκελν ηξηώλπκν είλαη ην: 

x2 – Sx + P =  x2 – 3x + 2 

    –5   –4   –3  –2  –1     0      1    2    3    4     5     6      x 
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α) Είλαη: 

|x + 1| < 4  – 4 < x + 1 < 4  – 4 – 1 < x + 1 – 1 < 4 – 1  

 – 5 < x < 3  x(– 5, 3) 

 

 

β) Οη αθέξαηεο ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– 5, 3) είλαη νη: 

– 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2 

γ) Αλαδεηνύκε έλα ηξηώλπκν κε κνξθή f(x) = x2 + βx + γ, ην νπνίν έρεη δύν ξίδεο θαη γηα ην  

    νπνίν λα ηζρύεη: 

f(x) > 0, γηα θάζε x ≤ 0 

θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ x2 είλαη α = 1 > 0. 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

     Αλ ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο x1, x2 ηόηε ν πίλαθαο πξνζήκωλ ηνπ είλαη ν εμήο: 

  x –∞      x1            x2             +∞  

  x2 + βx + γ + – +  

Επεηδή ζέινπκε ην ηξηώλπκν λα είλαη ζεηηθό, γηα θάζε x(– ∞, 0] πξέπεη ην δηάζηεκα 

απηό λα είλαη εθηόο ηωλ ξηδώλ x1, x2. Απηό κε άιια ιόγηα ζεκαίλεη όηη νη ξίδεο δελ πξέπεη 

λα αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– ∞, 0]. Επνκέλωο νη ξίδεο ζα είλαη νη αξηζκνί 1 θαη 2.  

Τόηε από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 = 1 + 2 = 3   θαη  Ρ = x1x2 = 1∙2 = 2 

Τν δεηνύκελν ηξηώλπκν είλαη ην: 

x2 – Sx + P =  x2 – 3x + 2 

    –5   –4   –3  –2  –1     0      1    2    3    4     5     6      x 
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α) Είλαη: 

|x + 1| < 4  – 4 < x + 1 < 4  – 4 – 1 < x + 1 – 1 < 4 – 1  

 – 5 < x < 3  x(– 5, 3) 

 

 

β) Οη αθέξαηεο ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– 5, 3) είλαη νη: 

– 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2 

γ) Αλαδεηνύκε έλα ηξηώλπκν κε κνξθή f(x) = x2 + βx + γ, ην νπνίν έρεη δύν ξίδεο θαη γηα ην  

    νπνίν λα ηζρύεη: 

f(x) > 0, γηα θάζε x ≤ 0 

θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ x2 είλαη α = 1 > 0. 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

     Αλ ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο x1, x2 ηόηε ν πίλαθαο πξνζήκωλ ηνπ είλαη ν εμήο: 

  x –∞      x1            x2             +∞  

  x2 + βx + γ + – +  

Επεηδή ζέινπκε ην ηξηώλπκν λα είλαη ζεηηθό, γηα θάζε x(– ∞, 0] πξέπεη ην δηάζηεκα 

απηό λα είλαη εθηόο ηωλ ξηδώλ x1, x2. Απηό κε άιια ιόγηα ζεκαίλεη όηη νη ξίδεο δελ πξέπεη 

λα αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (– ∞, 0]. Επνκέλωο νη ξίδεο ζα είλαη νη αξηζκνί 1 θαη 2.  

Τόηε από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 = 1 + 2 = 3   θαη  Ρ = x1x2 = 1∙2 = 2 

Τν δεηνύκελν ηξηώλπκν είλαη ην: 

x2 – Sx + P =  x2 – 3x + 2 

    –5   –4   –3  –2  –1     0      1    2    3    4     5     6      x 

249  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Είλαη: 

|x – 1| ≤ 3  – 3 ≤ x – 1 ≤ 3  – 3 + 1 ≤ x – 1 + 1 ≤ 3 + 1  

 – 2 ≤ x ≤ 4  x[– 2, 4] 

 

 

 

β) Οη αθέξαηεο ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα [– 2, 4] είλαη νη: 

– 2, – 1, 0, 1, 2, 3, 4 

γ) Αλαδεηνύκε έλα ηξηώλπκν κε κνξθή f(x) = x2 + βx + γ, ην νπνίν έρεη δύν ξίδεο θαη γηα ην 

νπνίν λα ηζρύεη: 

f(x) > 0, γηα θάζε x ≥ 0 

θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ x2 είλαη α = 1 > 0. 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

Τν ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο x1, x2 ηόηε ν πίλαθαο πξνζήκωλ ηνπ είλαη ν εμήο: 

  x –∞      x1           x2              +∞  

  x2 + βx + γ + – +  

Επεηδή ζέινπκε f(x) > 0, γηα θάζε x[0, +∞) πξέπεη ην δηάζηεκα απηό λα είλαη εθηόο ηωλ 

ξηδώλ x1, x2. Απηό κε άιια ιόγηα ζεκαίλεη όηη νη ξίδεο δελ πξέπεη λα αλήθνπλ ζην 

δηάζηεκα [0, +∞). Επνκέλωο νη ξίδεο ζα είλαη νη αξηζκνί  – 2  θαη  – 1.  

Τόηε από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 = – 2 + (– 1) = – 3   θαη 

Ρ = x1x2 = (– 2) ∙ (– 1) = 2 

Τν δεηνύκελν ηξηώλπκν είλαη ην: 

x2 – Sx + P =  x2 + 3x + 2. 

    –5   –4   –3  –2  –1      0    1     2    3    4    5    6      x 
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ΤΜ

α) Είλαη: 

|x – 1| ≤ 3  – 3 ≤ x – 1 ≤ 3  – 3 + 1 ≤ x – 1 + 1 ≤ 3 + 1  

 – 2 ≤ x ≤ 4  x[– 2, 4] 

 

 

 

β) Οη αθέξαηεο ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα [– 2, 4] είλαη νη: 

– 2, – 1, 0, 1, 2, 3, 4 

γ) Αλαδεηνύκε έλα ηξηώλπκν κε κνξθή f(x) = x2 + βx + γ, ην νπνίν έρεη δύν ξίδεο θαη γηα ην 

νπνίν λα ηζρύεη: 

f(x) > 0, γηα θάζε x ≥ 0 

θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ x2 είλαη α = 1 > 0. 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

Τν ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο x1, x2 ηόηε ν πίλαθαο πξνζήκωλ ηνπ είλαη ν εμήο: 

  x –∞      x1           x2              +∞  

  x2 + βx + γ + – +  

Επεηδή ζέινπκε f(x) > 0, γηα θάζε x[0, +∞) πξέπεη ην δηάζηεκα απηό λα είλαη εθηόο ηωλ 

ξηδώλ x1, x2. Απηό κε άιια ιόγηα ζεκαίλεη όηη νη ξίδεο δελ πξέπεη λα αλήθνπλ ζην 

δηάζηεκα [0, +∞). Επνκέλωο νη ξίδεο ζα είλαη νη αξηζκνί  – 2  θαη  – 1.  

Τόηε από ηνπο ηύπνπο Vieta βξίζθνπκε: 

S = x1 + x2 = – 2 + (– 1) = – 3   θαη 

Ρ = x1x2 = (– 2) ∙ (– 1) = 2 

Τν δεηνύκελν ηξηώλπκν είλαη ην: 

x2 – Sx + P =  x2 + 3x + 2. 

    –5   –4   –3  –2  –1      0    1     2    3    4    5    6      x 

250  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Το ηρηώλσκο – x2 + 2x + 3  έτεη α = – 1, β = 2, γ = 3 θαη δηαθρίλοσζα:  

Δ = β2 – 4αγ =  22 – 4  (– 1)  3 = 4 + 12 = 16 > 0    

Οη ρίδες ηοσ ηρηωλύκοσ είλαη οη: 

x1,2 =    √       √  
          

   {
    
     
    
    

 

    Το πρόζεκο ηοσ ηρηωλύκοσ θαίλεηαη ζηολ παραθάηω πίλαθα. 

 x –     –1           3              +  

 – x2 + 2x + 8 – + –  

Από ηολ πίλαθα προζήκωλ ζσκπεραίλοσκε όηη: 

– x2 + 2x + 8 > 0  – 1 < x < 3  x(– 1, 3) 

– x2 + 2x + 8 < 0  (x < – 1  ή  x > 3)  x(–∞, –1)(3, +∞) 

β) Ο αρηζκός 2,999 αλήθεη ζηο δηάζηεκα (– 1, 3) όποσ ηο ηρηώλσκο είλαη ζεηηθό. Άρα: 

f(2,999) > 0 

Ο αρηζκός – 1,002 αλήθεη ζηο δηάζηεκα (–∞, –1) όποσ ηο ηρηώλσκο είλαη αρλεηηθό. Άρα: 

f(– 1,002) < 0 

Εποκέλως είλαη: 

f(2,999) ∙ f(– 1,002) < 0 

γ) Ο αρηζκός – α2 + 2|α| + 3 = – |α|2 + 2|α| + 3 προθύπηεη αλ ζηολ ηύπο ηες f ζέζοσκε x = |α|.      

    Είλαη δειαδή: 

f(|α|) = – |α|2 + 2|α| + 3 = – α2 + 2|α| + 3 

Επεηδή είλαη:  

– 3 < α < 3  |α| < 3  0 ≤ |α| < 3 

ο αρηζκός |α| αλήθεη ζηο δηάζηεκα (– 1, 3) όποσ ε f είλαη ζεηηθή. Άρα: 

f(|α|) > 0  – α2 + 2|α| + 3 > 0 
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α) Το ηρηώλσκο – x2 + 2x + 3  έτεη α = – 1, β = 2, γ = 3 θαη δηαθρίλοσζα:  

Δ = β2 – 4αγ =  22 – 4  (– 1)  3 = 4 + 12 = 16 > 0    

Οη ρίδες ηοσ ηρηωλύκοσ είλαη οη: 

x1,2 =    √       √  
          

   {
    
     
    
    

 

    Το πρόζεκο ηοσ ηρηωλύκοσ θαίλεηαη ζηολ παραθάηω πίλαθα. 

 x –     –1           3              +  

 – x2 + 2x + 8 – + –  

Από ηολ πίλαθα προζήκωλ ζσκπεραίλοσκε όηη: 

– x2 + 2x + 8 > 0  – 1 < x < 3  x(– 1, 3) 

– x2 + 2x + 8 < 0  (x < – 1  ή  x > 3)  x(–∞, –1)(3, +∞) 

β) Ο αρηζκός 2,999 αλήθεη ζηο δηάζηεκα (– 1, 3) όποσ ηο ηρηώλσκο είλαη ζεηηθό. Άρα: 

f(2,999) > 0 

Ο αρηζκός – 1,002 αλήθεη ζηο δηάζηεκα (–∞, –1) όποσ ηο ηρηώλσκο είλαη αρλεηηθό. Άρα: 

f(– 1,002) < 0 

Εποκέλως είλαη: 

f(2,999) ∙ f(– 1,002) < 0 

γ) Ο αρηζκός – α2 + 2|α| + 3 = – |α|2 + 2|α| + 3 προθύπηεη αλ ζηολ ηύπο ηες f ζέζοσκε x = |α|.      

    Είλαη δειαδή: 

f(|α|) = – |α|2 + 2|α| + 3 = – α2 + 2|α| + 3 

Επεηδή είλαη:  

– 3 < α < 3  |α| < 3  0 ≤ |α| < 3 

ο αρηζκός |α| αλήθεη ζηο δηάζηεκα (– 1, 3) όποσ ε f είλαη ζεηηθή. Άρα: 

f(|α|) > 0  – α2 + 2|α| + 3 > 0 

251  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) i) Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ δίλεηαη εθηηκνύκε όηη ηα ζεκεία ηνκήο ησλ Cf θαη Cg 

είλαη ηα Α1(1, 1) θαη A2(3, 1). 

ii) Η Cf είλαη θάησ από ηε Cg ζην δηάζηεκα (1, 3). 

β) Η ζπλάξηεζε  f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α =    θαη ε  g  ην Β =    Τα ζεκεία ηνκήο ηνπο 

πξνθύπηνπλ από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

y = f(x)  θαη  y = g(x) 

Είλαη: 

f(x) = g(x)  |x – 2| = 1  (x – 2 = 1  ή  x – 2 = – 1)  (x = 3  ή  x = 1) 

Γηα x = 1 είλαη  f(1) = |1 – 2| = 1  θαη γηα x = 3 είλαη f(3) = |3 – 2| = 1 

Άξα ηα ζεκεία ηνκήο ηνπο είλαη ηα Α1(1, 1) θαη A2(3, 1). 

Επίζεο,     2 1 1 2 1 1 3f x g x x x x            , άξα ε fC  είλαη 

θάησ από ηε gC  ζην δηάζηεκα  1,3 . 

γ) Η παξάζηαζε Α έρεη λόεκα πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ αλ θαη κόλν αλ: 

(1 – f(x) ≥ 0  θαη  f(x) ≠ 0)  (f(x) ≤ 1  θαη  f(x) ≠ 0) 

Αλαδεηνύκε επνκέλσο ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη θάησ 

από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g, ηα ζεκεία ηνκήο ηεο f κε ηελ g θαζώο θαη ηα ζεκεία 

ζηα νπνία ε f ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ώζηε λα ηα απνξξίςνπκε. Από ηε δνζείζα γξαθηθή 

παξάζηαζε ζπκπεξαίλνπκε όηη απηό ζπκβαίλεη όηαλ: 

x[1, 2)(2, 3] 

 

Σχόλιο 

Τν ζθέινο (γ) ζα κπνξνύζε λα ιπζεί αιγεβξηθά σο εμήο: 

(f(x) ≤ 1  θαη  f(x) ≠ 0)  

 (|x – 2| ≤ 1  θαη  |x – 2| ≠ 0)  

 (– 1 ≤ x – 2 ≤ 1  θαη  x – 2 ≠ 0)  

 (1 ≤ x ≤ 3  θαη  x ≠ 2)  x[1, 2)(2, 3] 
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ΤΜ

α) i) Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ δίλεηαη εθηηκνύκε όηη ηα ζεκεία ηνκήο ησλ Cf θαη Cg 

είλαη ηα Α1(1, 1) θαη A2(3, 1). 

ii) Η Cf είλαη θάησ από ηε Cg ζην δηάζηεκα (1, 3). 

β) Η ζπλάξηεζε  f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α =    θαη ε  g  ην Β =    Τα ζεκεία ηνκήο ηνπο 

πξνθύπηνπλ από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

y = f(x)  θαη  y = g(x) 

Είλαη: 

f(x) = g(x)  |x – 2| = 1  (x – 2 = 1  ή  x – 2 = – 1)  (x = 3  ή  x = 1) 

Γηα x = 1 είλαη  f(1) = |1 – 2| = 1  θαη γηα x = 3 είλαη f(3) = |3 – 2| = 1 

Άξα ηα ζεκεία ηνκήο ηνπο είλαη ηα Α1(1, 1) θαη A2(3, 1). 

Επίζεο,     2 1 1 2 1 1 3f x g x x x x            , άξα ε fC  είλαη 

θάησ από ηε gC  ζην δηάζηεκα  1,3 . 

γ) Η παξάζηαζε Α έρεη λόεκα πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ αλ θαη κόλν αλ: 

(1 – f(x) ≥ 0  θαη  f(x) ≠ 0)  (f(x) ≤ 1  θαη  f(x) ≠ 0) 

Αλαδεηνύκε επνκέλσο ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη θάησ 

από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g, ηα ζεκεία ηνκήο ηεο f κε ηελ g θαζώο θαη ηα ζεκεία 

ζηα νπνία ε f ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ώζηε λα ηα απνξξίςνπκε. Από ηε δνζείζα γξαθηθή 

παξάζηαζε ζπκπεξαίλνπκε όηη απηό ζπκβαίλεη όηαλ: 

x[1, 2)(2, 3] 

 

Σχόλιο 

Τν ζθέινο (γ) ζα κπνξνύζε λα ιπζεί αιγεβξηθά σο εμήο: 

(f(x) ≤ 1  θαη  f(x) ≠ 0)  

 (|x – 2| ≤ 1  θαη  |x – 2| ≠ 0)  

 (– 1 ≤ x – 2 ≤ 1  θαη  x – 2 ≠ 0)  

 (1 ≤ x ≤ 3  θαη  x ≠ 2)  x[1, 2)(2, 3] 
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α) Επειδή  (α – 1)(1 – β) > 0, θα ιζσύει: 

(α – 1 > 0  και  1 – β > 0)  ή  (α – 1 < 0  και  1 – β < 0) 
1η περίπτωση 

α – 1 > 0  και  1 – β > 0  α > 1 και 1 > β  β < 1 < α 
2η περίπτωση 

α – 1 < 0  και  1 – β < 0  α < 1 και 1 < β  α < 1 < β 
Επομένωρ, ζε κάθε πεπίπηωζη ηο 1 είναι μεηαξύ ηων α και β. 

β) Αλγεβρικά 
 Αν  β < 1 < α, ηόηε: 

{
   
   
   

  {
     
     
     

, 

Επομένωρ:   
|α – 1| = α – 1,  |1 – β| = 1 – β  και 

|β – α| = 4   – (β – α) = 4   α – β = 4  (1) 
Η παπάζηαζη Κ γπάθεηαι: 

Κ = |α – 1| + |1 – β| =  
= α – 1 + 1 – β = α – β      4 

  Αν  α < 1 < β, ηόηε: 

{
   
   
   

  {
     
     
     

, 

Επομένωρ:   
|α – 1| = – (α – 1) = 1 – α,    

|1 – β| = – (1 – β) = β – 1   και 
|β – α| = 4   β – α = 4   (2) 

Η παπάζηαζη Κ γπάθεηαι: 
Κ = |α – 1| + |1 – β| = 1 – α + β – 1 = β – α      4 

Γεωμετρικά 
Έζηω Α(α), Β(β) και Γ(1) όπος ηο Γ βπίζκεηαι μεηαξύ ηων Α και Β. Τόηε: 

Κ = |α – 1| + |1 – β| =  
= d(α, 1) + d(1, β) =  

= ΑΓ + ΓΒ =  
= ΑΒ = d(α, β) = 

= |β – α| = 4 
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α) Επειδή  (α – 1)(1 – β) > 0, θα ιζσύει: 
(α – 1 > 0  και  1 – β > 0)  ή  (α – 1 < 0  και  1 – β < 0) 

1η περίπτωση 
α – 1 > 0  και  1 – β > 0  α > 1 και 1 > β  β < 1 < α 

2η περίπτωση 
α – 1 < 0  και  1 – β < 0  α < 1 και 1 < β  α < 1 < β 

Επομένωρ, ζε κάθε πεπίπηωζη ηο 1 είναι μεηαξύ ηων α και β. 
β) Αλγεβρικά 

 Αν  β < 1 < α, ηόηε: 

{
   
   
   

  {
     
     
     

, 

Επομένωρ:   
|α – 1| = α – 1,  |1 – β| = 1 – β  και 

|β – α| = 4   – (β – α) = 4   α – β = 4  (1) 
Η παπάζηαζη Κ γπάθεηαι: 

Κ = |α – 1| + |1 – β| =  
= α – 1 + 1 – β = α – β      4 

  Αν  α < 1 < β, ηόηε: 

{
   
   
   

  {
     
     
     

, 

Επομένωρ:   
|α – 1| = – (α – 1) = 1 – α,    

|1 – β| = – (1 – β) = β – 1   και 
|β – α| = 4   β – α = 4   (2) 

Η παπάζηαζη Κ γπάθεηαι: 
Κ = |α – 1| + |1 – β| = 1 – α + β – 1 = β – α      4 

Γεωμετρικά 
Έζηω Α(α), Β(β) και Γ(1) όπος ηο Γ βπίζκεηαι μεηαξύ ηων Α και Β. Τόηε: 

Κ = |α – 1| + |1 – β| =  
= d(α, 1) + d(1, β) =  

= ΑΓ + ΓΒ =  
= ΑΒ = d(α, β) = 

= |β – α| = 4 
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α) Τν ηξηώλπκν 3x2 – 14x + 8 έρεη α = 3, β = – 14, γ = 8 θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 14)2 – 4  3  8 = 196 – 96 = 100 > 0 

Άξα ε εμίζωζε (1) έρεη ξίδεο ηηο: 

x1,2 =    √     (   ) √   
        

  {
     
   

     
     

 

 

Τν ηξηώλπκν 8x2 – 14x + 3 έρεη α = 8, β = – 14, γ = 3 θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 14)2 – 4  8  3 = 196 – 96 = 100 > 0 

Άξα ε εμίζωζε (2) έρεη ξίδεο ηηο: 

x1,2 =    √     (   ) √   
        

   {
     
    

   
     
    

   

 

β) Ο αξηζκόο ξ είλαη ξίδα ηεο εμίζωζεο (3) αλ θαη κόλν αλ ηελ επαιεζεύεη, δειαδή αλ θαη 

κόλν  

    αλ ηζρύεη: 

αξ2 + βξ + γ = 0   (5) 

i) Έζηω όηη ξ = 0, ηόηε: 

(5)  α ∙ 02 + β ∙ 0 + γ = 0  γ = 0 

άηνπν, αθνύ αγ ≠ 0. Άξα ξ ≠ 0. 

ii) Ο αξηζκόο      επαιεζεύεη ηελ εμίζωζε (4) αλ θαη κόλν αλ: 

γ(    )
 
+ β     + α = 0  γ     + β     + α = 0 

   
⇔  γ + βξ + αξ2 = 0  αξ2 + βξ + γ = 0 

       πνπ ηζρύεη ιόγω ηεο ηζόηεηαο (5). 



Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

198

ΤΜ

α) Τν ηξηώλπκν 3x2 – 14x + 8 έρεη α = 3, β = – 14, γ = 8 θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 14)2 – 4  3  8 = 196 – 96 = 100 > 0 

Άξα ε εμίζωζε (1) έρεη ξίδεο ηηο: 

x1,2 =    √     (   ) √   
        

  {
     
   

     
     

 

 

Τν ηξηώλπκν 8x2 – 14x + 3 έρεη α = 8, β = – 14, γ = 3 θαη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 14)2 – 4  8  3 = 196 – 96 = 100 > 0 

Άξα ε εμίζωζε (2) έρεη ξίδεο ηηο: 

x1,2 =    √     (   ) √   
        

   {
     
    

   
     
    

   

 

β) Ο αξηζκόο ξ είλαη ξίδα ηεο εμίζωζεο (3) αλ θαη κόλν αλ ηελ επαιεζεύεη, δειαδή αλ θαη 

κόλν  

    αλ ηζρύεη: 

αξ2 + βξ + γ = 0   (5) 

i) Έζηω όηη ξ = 0, ηόηε: 

(5)  α ∙ 02 + β ∙ 0 + γ = 0  γ = 0 

άηνπν, αθνύ αγ ≠ 0. Άξα ξ ≠ 0. 

ii) Ο αξηζκόο      επαιεζεύεη ηελ εμίζωζε (4) αλ θαη κόλν αλ: 

γ(    )
 
+ β     + α = 0  γ     + β     + α = 0 

   
⇔  γ + βξ + αξ2 = 0  αξ2 + βξ + γ = 0 

       πνπ ηζρύεη ιόγω ηεο ηζόηεηαο (5). 

254  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Η αλίζωζε (1) ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

x2 + 1 ≥    
 x   

 2x2 + 2 ≥ 5x  

 2x2 – 5x + 2 ≥ 0 

Τν ηξηώλπκν 2x2 − 5x + 2  έρεη α = 2, β = – 5, γ = 2 θαη δηαθξίλνπζα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 5)2 – 4  2  2 = 25 – 16 = 9 > 0    

Οη ξίδεο ηνπ ηξηωλύκνπ είλαη νη: 

x1,2 =    √ 
         √ 

      
  {

   
   

   
     

 

 

     Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 x –          
              2                +  

 2x2 − 5x + 2 + – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

2x2 – 5x + 2 ≥ 0  (     
         )  x(    

   ][2, +∞) 

β) i) Επεηδή είλαη (ι – 1)(θ – 1) < 0 νη θ – 1, ι – 1 είλαη εηεξόζεκνη. Δηαθξίλνπκε ηηο 

πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

(ι – 1 > 0  θαη  θ – 1 < 0)  (ι > 1  θαη  θ < 1)  θ < 1 < ι 

2η περίπτωση 

(ι – 1 < 0  θαη  θ – 1 > 0)  (ι < 1  θαη  θ > 1)  ι < 1 < θ 

Σε θάζε πεξίπηωζε ην 1 είλαη κεηαμύ ηωλ θ, ι. 

ii) Αθνύ νη θ, ι είλαη ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) θαη ηζρύεη όηη ην 1 είλαη κεηαμύ ηωλ θ, ι, 

ηόηε ζα είλαη: 

θ ≤  
     θαη  ι ≥ 2   ή     ι ≤    

   θαη  θ ≥ 2 

 Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

(     
           )  (     

            )  

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο δύν πξνεγνύκελεο αληζώζεηο θαη βξίζθνπκε: 

θ – ι ≤  
     2  θ – ι ≤     

  

2η περίπτωση 

(     
           )  (     

            )  

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο δύν πξνεγνύκελεο αληζώζεηο θαη βξίζθνπκε: 

θ – ι ≥     
  + 2  θ – ι ≥    
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α) Η αλίζωζε (1) ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

x2 + 1 ≥    
 x   

 2x2 + 2 ≥ 5x  

 2x2 – 5x + 2 ≥ 0 

Τν ηξηώλπκν 2x2 − 5x + 2  έρεη α = 2, β = – 5, γ = 2 θαη δηαθξίλνπζα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 5)2 – 4  2  2 = 25 – 16 = 9 > 0    

Οη ξίδεο ηνπ ηξηωλύκνπ είλαη νη: 

x1,2 =    √ 
         √ 

      
  {

   
   

   
     

 

 

     Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 x –          
              2                +  

 2x2 − 5x + 2 + – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

2x2 – 5x + 2 ≥ 0  (     
         )  x(    

   ][2, +∞) 

β) i) Επεηδή είλαη (ι – 1)(θ – 1) < 0 νη θ – 1, ι – 1 είλαη εηεξόζεκνη. Δηαθξίλνπκε ηηο 

πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

(ι – 1 > 0  θαη  θ – 1 < 0)  (ι > 1  θαη  θ < 1)  θ < 1 < ι 

2η περίπτωση 

(ι – 1 < 0  θαη  θ – 1 > 0)  (ι < 1  θαη  θ > 1)  ι < 1 < θ 

Σε θάζε πεξίπηωζε ην 1 είλαη κεηαμύ ηωλ θ, ι. 

ii) Αθνύ νη θ, ι είλαη ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) θαη ηζρύεη όηη ην 1 είλαη κεηαμύ ηωλ θ, ι, 

ηόηε ζα είλαη: 

θ ≤  
     θαη  ι ≥ 2   ή     ι ≤    

   θαη  θ ≥ 2 

 Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

(     
           )  (     

            )  

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο δύν πξνεγνύκελεο αληζώζεηο θαη βξίζθνπκε: 

θ – ι ≤  
     2  θ – ι ≤     

  

2η περίπτωση 

(     
           )  (     

            )  

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο δύν πξνεγνύκελεο αληζώζεηο θαη βξίζθνπκε: 

θ – ι ≥     
  + 2  θ – ι ≥    

  

α) Η αλίζωζε (1) ηζνδύλακα γξάθεηαη: 

x2 + 1 ≥    
 x   

 2x2 + 2 ≥ 5x  

 2x2 – 5x + 2 ≥ 0 

Τν ηξηώλπκν 2x2 − 5x + 2  έρεη α = 2, β = – 5, γ = 2 θαη δηαθξίλνπζα:  

Δ = β2 – 4αγ =  (– 5)2 – 4  2  2 = 25 – 16 = 9 > 0    

Οη ξίδεο ηνπ ηξηωλύκνπ είλαη νη: 

x1,2 =    √ 
         √ 

      
  {

   
   

   
     

 

 

     Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 x –          
              2                +  

 2x2 − 5x + 2 + – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

2x2 – 5x + 2 ≥ 0  (     
         )  x(    

   ][2, +∞) 

β) i) Επεηδή είλαη (ι – 1)(θ – 1) < 0 νη θ – 1, ι – 1 είλαη εηεξόζεκνη. Δηαθξίλνπκε ηηο 

πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

(ι – 1 > 0  θαη  θ – 1 < 0)  (ι > 1  θαη  θ < 1)  θ < 1 < ι 

2η περίπτωση 

(ι – 1 < 0  θαη  θ – 1 > 0)  (ι < 1  θαη  θ > 1)  ι < 1 < θ 

Σε θάζε πεξίπηωζε ην 1 είλαη κεηαμύ ηωλ θ, ι. 

ii) Αθνύ νη θ, ι είλαη ιύζεηο ηεο αλίζωζεο (1) θαη ηζρύεη όηη ην 1 είλαη κεηαμύ ηωλ θ, ι, 

ηόηε ζα είλαη: 

θ ≤  
     θαη  ι ≥ 2   ή     ι ≤    

   θαη  θ ≥ 2 

 Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπτωση 

(     
           )  (     

            )  

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο δύν πξνεγνύκελεο αληζώζεηο θαη βξίζθνπκε: 

θ – ι ≤  
     2  θ – ι ≤     

  

2η περίπτωση 

(     
           )  (     

            )  

Πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο δύν πξνεγνύκελεο αληζώζεηο θαη βξίζθνπκε: 

θ – ι ≥     
  + 2  θ – ι ≥    

  

Τειηθά, θαη από ηηο δύν πεξηπηώζεηο βξίζθνπκε: 

(        
           

   )  |θ – ι| ≥      
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α) Είλαη: 

|α – 2| < 1  – 1 < α – 2 < 1  

 – 1 + 2 < α – 2 + 2 < 1 + 2  

 1 < α < 3  α(1, 3) 

β) i) Τν ηξηώλπκν x2 – (α – 2)x +      έρεη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ =  [– (α – 2)]2 – 4  1       = α2 – 4α + 4 – 1 = α2 – 4α + 3      

Τν ηξηώλπκν α2 – 4α + 3 έρεη δηαθξίλνπζα: 

Δ0 = β2 – 4αγ =  (– 4)2 – 4  1  3 = 16 – 12 = 4 > 0 

θαη ξίδεο ηηο: 

α1,2 =    √          √ 
      

  {
   
   

   
   

 

     Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 α –      1              3           +  

 α2 – 4α + 3 + – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

α2 – 4α + 3 < 0  Δ < 0, γηα θάζε α(1, 3) 

ii) Αθνύ ην ηξηώλπκν x2 – (α – 2)x +      έρεη Δ < 0 ζα έρεη πξόζεκν ην ίδην κε ην πξόζεκν 

ηνπ ζπληειεζηή ηνπ x2, δειαδή ηνπ 1 > 0. Άξα: 

x2 – (α – 2)x +      > 0, γηα θάζε xR 

 

Σχόλιο 

Τν ζθέινο (βi) κπνξεί λα ιπζεί θαη ωο εμήο: 

Επεηδή Δ = [– (α – 2)]2 – 4  1       = (α – 2)2 – 1 ηζρύεη όηη: 

0 < |α – 2| < 1  0 < |α – 2|2 < 12   

 – 1 < (α – 2)2 – 1 < 1 – 1  

 – 1 < Δ < 0  Δ < 0 

α) Είλαη: 

|α – 2| < 1  – 1 < α – 2 < 1  

 – 1 + 2 < α – 2 + 2 < 1 + 2  

 1 < α < 3  α(1, 3) 

β) i) Τν ηξηώλπκν x2 – (α – 2)x +      έρεη δηαθξίλνπζα: 

Δ = β2 – 4αγ =  [– (α – 2)]2 – 4  1       = α2 – 4α + 4 – 1 = α2 – 4α + 3      

Τν ηξηώλπκν α2 – 4α + 3 έρεη δηαθξίλνπζα: 

Δ0 = β2 – 4αγ =  (– 4)2 – 4  1  3 = 16 – 12 = 4 > 0 

θαη ξίδεο ηηο: 

α1,2 =    √          √ 
      

  {
   
   

   
   

 

     Τν πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

 α –      1              3           +  

 α2 – 4α + 3 + – +  

Από ηνλ πίλαθα πξνζήκωλ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

α2 – 4α + 3 < 0  Δ < 0, γηα θάζε α(1, 3) 

ii) Αθνύ ην ηξηώλπκν x2 – (α – 2)x +      έρεη Δ < 0 ζα έρεη πξόζεκν ην ίδην κε ην πξόζεκν 

ηνπ ζπληειεζηή ηνπ x2, δειαδή ηνπ 1 > 0. Άξα: 

x2 – (α – 2)x +      > 0, γηα θάζε xR 

 

Σχόλιο 

Τν ζθέινο (βi) κπνξεί λα ιπζεί θαη ωο εμήο: 

Επεηδή Δ = [– (α – 2)]2 – 4  1       = (α – 2)2 – 1 ηζρύεη όηη: 

0 < |α – 2| < 1  0 < |α – 2|2 < 12   

 – 1 < (α – 2)2 – 1 < 1 – 1  

 – 1 < Δ < 0  Δ < 0 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

201

256  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
α) Είναι: 

α3 = 4  α1λ3–1 = 4  α1λ2 = 4  (1) 

και 

α5 = 16  α1λ5–1 = 16  α1λ4 = 16  (2) 

Διαιρούμε καηά μέλη ηις ζτέζεις (1) και (2) και βρίζκοσμε: 
    

       
   λ2 = 4 

   
⇔  λ = 2 

Ανηικαθιζηούμε ζηη ζτέζη (1) και βρίζκοσμε: 

α122 = 4  α14 = 4  α1 = 1 

β) Ιζτύει όηι: 

    
  

 
 

    
 
  

   
    

       

                

      λ–1 =      =      

Επομένως η (βν) είναι γεωμεηρική πρόοδος με πρώηο όρο β1 =  
  

 = 1 και λόγο λ΄ =     .  

γ) Είναι: 

S10 = α1
     
    = 1 ∙  

    
    = 

= 210 – 1  (3) 

και 

S 1́0 = β1
(  )    

     =  

= 1 ∙ 
(    )

  
  

   
   

 = 
 

     
    

 
  

= 
     
   

  
 

  (     )
     

=  
    
   =    (     ) =  

=    S10, 
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α) Το ηρηώλσκο x2 + x − 6  έτεη α = 1, β = 1, γ = − 6 θαη δηαθρίλοσζα:  

Δ = β2 – 4αγ =  12 – 4  1  (− 6) = 1 + 24 = 25 > 0    

Οη ρίδες ηοσ ηρηωλύκοσ είλαη οη: 

x1,2 =    √       √  
       

  {
    
   

    
    

 

     Το πρόζεκο ηοσ ηρηωλύκοσ θαίλεηαη ζηολ παραθάηω πίλαθα. 

 x –     –3             2         +  

 x2 + x – 6 + – +  

Από ηολ πίλαθα προζήκωλ ζσκπεραίλοσκε όηη: 

x2 + x – 6 < 0  – 3 < x < 2  x(– 3, 2) 

β) Είλαη: 

|     
 | > 1  (     

              
   )  

 (        
             

 )  

 (      
        

   
 )  

 x(       
 )  (

   
    ) 

γ) i) Το εκβαδόλ ηοσ ορζογωλίοσ είλαη: 

Ε = α(α + 1) = α2 + α, α > 0 

Τόηε: 

Ε < 6  α2 + α < 6  α2 + α – 6 < 0 
   
⇔ – 3 < α < 2 

Επεηδή όκως είλαη α > 0 ζσκπεραίλοσκε όηη: 

0 < α < 2  (1) 

Ιζτύεη επίζες όηη: 

|     
 | > 1 

   
⇔  (      

        
   
 ) 

   
⇔       

   (2) 

Από ηης αληζώζεης (1) θαη (2) θαηαιήγοσκε όηη: 

   
  < α < 2 

ii) Η περίκεηρος ηοσ ορζογωλίοσ είλαη: 

Π = 2α + 2(α + 1) = 2α + 2α + 2 = 4α + 2 

Τόηε από ηο ζθέιος (γi) ηζοδύλακα βρίζθοσκε: 

   
  < α < 2  4 ∙      < 4 ∙ α < 4 ∙ 2  

 6 < 4α < 8  

 6 + 2 < 4α + 2 < 8 + 2  

 8 < Π < 10 
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α) Είναι: 

|x – 4| < 2  – 2 < x – 4 < 2  – 2 + 4 < x – 4 + 4 < 2 + 4  

 2 < x < 6  x(2, 6) 

β) i) Ιζσύει όηι: 

d(x, 4) < 2  |x – 4| < 2 
   
⇔   

 2 < x < 6  2 ∙ 3 < 3 ∙ x < 3 ∙ 6  

 6 – 4 < 3x – 4 < 18 – 4  

 2 < 3x – 4 < 14 

Άπα 3x – 4 > 0  (1). 

Θέλοςμε να αποδείξοςμε όηι: 

2 < d(3x, 4) < 14  2 < |3x – 4| < 14 
   
⇔ 

 2 < 3x – 4 < 14  

 2 + 4 < 3x – 4 + 4 < 14 + 4  

 6 < 3x < 18  

        
    

   

 2 < x < 6, 

ηο οποίο ιζσύει από ζκέλορ (α). 

ii) Θέλοςμε να βπούμε μεηαξύ ποιων απιθμών βπίζκεηαι η παπάζηαζη: 

d(3x, 19) = |3x – 19| 

Από ηο ζκέλορ (α) ιζοδύναμα βπίζκοςμε: 

2 < x < 6  2 ∙ 3 < 3 ∙ x < 3 ∙ 6  

 6 – 19 < 3x – 19 < 18 – 19  

 – 13 < 3x – 19 < – 1  (2) 

Άπα  3x – 19 < 0. Τόηε: 

d(3x, 19) = |3x – 19| = – (3x – 19) = – 3x + 19 

Πολλαπλαζιάζοςμε ηα μέλη ηηρ ανίζωζηρ (2) με – 1 και βπίζκοςμε: 

– 13 < 3x – 19 < – 1  

 – 13 ∙ (– 1) > (3x – 19) ∙ (– 1) > – 1 ∙ (– 1)  

 13 > – 3x + 19 > 1  

 1 < – 3x + 19 < 13  

 1 < d(3x, 19) < 13 
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α) Το ηρηώλσκο  x2 – 3x + 2  έτεη α = 1, β = – 3, γ = 2 θαη δηαθρίλοσζα:  

Δ = β2 – 4αγ = (– 3)2 – 4  1  2 = 9 – 8 = 1 > 0    

Οη ρίδες ηοσ ηρηωλύκοσ είλαη οη: 

x1,2 =    √          √ 
      

  {
   
   

   
   

 

      Το πρόζεκο ηοσ ηρηωλύκοσ θαίλεηαη ζηολ παραθάηω πίλαθα. 

 x –       1               2         +  

 x2 – 3x + 2 + – +  

Από ηολ πίλαθα προζήκωλ ζσκπεραίλοσκε όηη: 

x2 – 3x + 2 < 0  1 < x < 2  x(1, 2) 

x2 – 3x + 2 > 0  (x < 1  ή  x > 2)  x(–∞, 1)(2, +∞) 

β) Επεηδή είλαη (α2 – 3α + 2)(β2 – 3β + 2) < 0 οη α2 – 3α + 2, β2 – 3β + 2 είλαη εηερόζεκοη.  

    Από ηελ απάληεζε ηοσ ερωηήκαηος (α), δηαθρίλοσκε ηης περηπηώζεης: 

    1η περίπτωση 

(α2 – 3α + 2 > 0  και  β2 – 3β + 2 < 0  και  α < β) 
   
⇔   

  (α < 1  ή  α > 2  και  1 < β < 2  και  α < β)  

 (α – 1 < 0  και  β – 2 < 0) 

Τόηε  (α – 1)(β – 2) > 0. Άρα 

|(α – 1)(β – 2)| = (α – 1)(β – 2) 

Τελ περίπηωζε α > 2 ηελ απορρίπηοσκε δηόηη ζε ζσλδσαζκό κε ηελ αλίζωζε 1 < β < 2 

θαηαιήγοσκε όηη α > β, ποσ είλαη άηοπο. 

2η περίπτωση 

(α2 – 3α + 2 < 0  και  β2 – 3β + 2 > 0  και  α < β) 
   
⇔   

 (1 < α < 2  και  β < 1 ή β > 2  και  α < β)  

 (α – 1 > 0  και  β – 2 > 0) 

Τόηε  (α – 1)(β – 2) > 0. Άρα 

|(α – 1)(β – 2)| = (α – 1)(β – 2) 

Τελ περίπηωζε β < 1 ηελ απορρίπηοσκε δηόηη ζε ζσλδσαζκό κε ηελ αλίζωζε 1 < α < 2 

θαηαιήγοσκε όηη α > β, ποσ είλαη άηοπο. 

Σε θάζε ιοηπόλ περίπηωζε ηζτύεη όηη: 

|(α – 1)(β – 2)| = (α – 1)(β – 2)  
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2η περίπτωση 

(α2 – 3α + 2 < 0  και  β2 – 3β + 2 > 0  και  α < β) 
   
⇔   

 (1 < α < 2  και  β < 1 ή β > 2  και  α < β)  

 (α – 1 > 0  και  β – 2 > 0) 

Τόηε  (α – 1)(β – 2) > 0. Άρα 

|(α – 1)(β – 2)| = (α – 1)(β – 2) 

Τελ περίπηωζε β < 1 ηελ απορρίπηοσκε δηόηη ζε ζσλδσαζκό κε ηελ αλίζωζε 1 < α < 2 
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α) Πξέπεη: 

|2 – x| ≠ 0  2 – x ≠ 0  x ≠ 2 

Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην Α = R { }. 

β) Θα παξαγνληνπνηήζνπκε ην ηξηώλπκν x2 – 5x + 6.  

Τν ηξηώλπκν έρεη α = 1, β = – 5, γ = 6 θαη δηαθξίλνπζα: 

Γ = β2 – 4αγ = (– 5)2 – 4 ∙ 1 ∙ 6 = 25 – 24 = 1 > 0 

Οη ξίδεο είλαη νη: 

x1,2 =    √ 
         √ 

       
  {

   
   

   
   

 

Δίλαη: 

x2 – 5x + 6 = (x – 2)(x – 3) 

Ο ηύπνο ηεο f γξάθεηαη: 

f(x) =  
      
                

      

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1η περίπηωζη 

Γηα x > 2 είλαη:  |2 – x| = – (2 – x) = x – 2, νπόηε ε f γξάθεηαη: 

 f(x) =  
      
                

    = x – 3  

2η περίπηωζη 

Γηα x < 2 είλαη:  |2 – x| = 2 – x = – (x – 2), νπόηε ε f γξάθεηαη: 

f(x) =  
      
                

       = – (x – 3) = – x + 3 

Τειηθά έρνπκε: 

f(x) = {        
         

γ) Γηα x = 3 είλαη f(3) = 0 θαη γηα x = 4 είλαη f(4) = 1.  

Δπνκέλωο ε επζεία  y = x – 3 δηέξρεηαη από ηα αζεκεία Α(3, 0) θαη Β(4, 1). 

Γηα x = 1 είλαη f(1) = 2 θαη γηα x = 0 είλαη f(0) = 3.  

Δπνκέλωο ε επζεία  y = 3 – x δηέξρεηαη από ηα αζεκεία Γ(1, 2) θαη Γ(0, 3). 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη:  

 

 

 

 

 

 

 

Γ 

Γ 

A 

B 
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f(x) =  
      
                

       = – (x – 3) = – x + 3 

Τειηθά έρνπκε: 

f(x) = {        
         

γ) Γηα x = 3 είλαη f(3) = 0 θαη γηα x = 4 είλαη f(4) = 1.  

Δπνκέλωο ε επζεία  y = x – 3 δηέξρεηαη από ηα αζεκεία Α(3, 0) θαη Β(4, 1). 

Γηα x = 1 είλαη f(1) = 2 θαη γηα x = 0 είλαη f(0) = 3.  

Δπνκέλωο ε επζεία  y = 3 – x δηέξρεηαη από ηα αζεκεία Γ(1, 2) θαη Γ(0, 3). 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη:  
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Γηα ηηο ηεηκεκέλεο ηωλ ζεκείωλ ηνκήο ηεο Cf κε ηνλ άμνλα  x΄x  ιύλνπκε ηελ εμίζωζε: 

f(x) = 0    
      
      = 0  

 x2 – 5x + 6 = 0 
    
⇔   

 (x = 2  ή  x = 3) 
   
⇔  x = 3  

Άξα ε Cf ηέκλεη ηνλ άμνλα  x΄x  ζηo ζεκείo A(3, 0). 

Δπίζεο έρνπκε: 

f(0) =  
       
         

    

Άξα ε Cf ηέκλεη ηνλ άμνλα  y΄y  ζην ζεκείν B(0, 3). 

δ) Αλαδεηνύκε ηα x γηα ηα νπνία ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  βξίζθεηαη «θάηω» από ηνλ 

άμνλα x΄x θαζώο θαη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο f κε ηνλ άμνλα x΄x. Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

δηαπηζηώλνπκε όηη απηό ζπκβαίλεη αλ θαη κόλν αλ: 

x(2, 3] 

 

Σχόλιο 

Πξνθαλώο, ηα ζεκεία ηνκήο κε ηνπο άμνλεο ζα κπνξνύαζακε λα ηα ζπκπεξάλνπκε από ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ρωξίο λα ρξεηαζηεί λα ιύζνπκε ηηο παξαπάλω εμηζώζεηο. 
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α) Ππέπει: 

2x – 3 ≠ 0  x ≠    
  

Άπα ηο πεδίο οπιζμού ηηρ f είναι ηο Α = R {   
 }  

β) Θα παπαγονηοποιήζοςμε ηο ηπιώνςμο 4x2 – 2(α + 3)x + 3α. Είναι: 

4x2 – 2(α + 3)x + 3α = 

= 4x2 – 2αx – 6x + 3α =  

= 2x(2x – 3) – α(2x – 3) = 

= (2x – 3)(2x – α)  

Τόηε ο ηύπορ ηηρ f γπάθεηαι: 

f(x) =      (   )    
     (    )(    )

     = 2x – α 

γ) Η γπαθική παπάζηαζη ηηρ f διέπσεηαι από ηο ζημείο (1, – 1) αν και μόνο αν ιζσύει: 

f(1) = – 1  2 – α = – 1  α = 3 

δ) Για ηιρ ηεημημένερ ηων ζημείων ηομήρ ηηρ Cf με ηον άξονα  x΄x  λύνοςμε ηην εξίζωζη: 

f(x) = 0  2x – α = 0  

 x =    
 , με x ≠    

      
  ≠    

   α ≠ 3  

Άπα η Cf ηέμνει ηον άξονα  x΄x  ζηo ζημείo A(   
   ), α ≠ 3. 

Αν α = 3 η δεν Cf ηέμνει ηον άξονα  x΄x. 

Επίζηρ έσοςμε: 

f(0) = 2 ∙ 0 – α = – α  

      Άπα η Cf ηέμνει ηον άξονα  y΄y  ζηο ζημείο B(0, – α). 
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   ), α ≠ 3. 

Αν α = 3 η δεν Cf ηέμνει ηον άξονα  x΄x. 
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f(0) = 2 ∙ 0 – α = – α  

      Άπα η Cf ηέμνει ηον άξονα  y΄y  ζηο ζημείο B(0, – α). 
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   α ≠ 3  

Άπα η Cf ηέμνει ηον άξονα  x΄x  ζηo ζημείo A(   
   ), α ≠ 3. 

Αν α = 3 η δεν Cf ηέμνει ηον άξονα  x΄x. 
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      Άπα η Cf ηέμνει ηον άξονα  y΄y  ζηο ζημείο B(0, – α). 
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α) Είναι: 

|α – 2| < 1  – 1 < α – 2 < 1  
 – 1 + 2 < α – 2 + 2 < 1 + 2  

 1 < α < 3  (1) 
β) Ιστύει ότι: 

|β – 3| ≤ 2  – 2 ≤ β – 3 ≤ 2  
 – 2 + 3 ≤ β – 3 + 3 ≤ 2 + 3  

 1 ≤ β ≤ 5  (2) 
γ) Από το σκέλος (α) βρίσκοσμε: 

1 < α < 3  2  1 < 2α < 2  3  
 2 < 2α < 6  (3) 

Από το σκέλος (β) βρίσκοσμε: 
1 ≤ β ≤ 5  – 3  1 ≥ – 3β ≥ – 3  5  

 – 3 ≥ – 3β ≥ – 15  
 – 15 ≤ – 3β ≤ – 3  (4) 

Προσθέτοσμε κατά μέλη τις ανισώσεις (3) και (4) και βρίσκοσμε: 
2 – 15 < 2α – 3β < 6 – 3  

 – 13 < 2α – 3β < 3 
δ) Από την ανίσωση (2) βρίσκοσμε: 

1 ≤ β ≤ 5  1 ≥    
     

   

    
     

  ≤ 1  (5) 

Πολλαπλασιάζοσμε κατά μέλη τις ανισώσεις (1) και (5) και βρίσκοσμε: 
1     

       
  < 3  1     

     
  < 3 
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α) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g διέρχεται από το σημείο Α(1, – 4) αν και μόνο αν: 

g(1) = – 4  2∙1
2−4∙1+μ
1+1  = – 4  

 2−4+μ2  = – 4  – 2 + μ = – 8  

 μ = – 6 

β) Η συνάρτηση ορίζεται για χ𝜖𝜖R με:  

x + 1 ≠ 0  x ≠ – 1 

Άρα το πεδίο ορισμού της g είναι το Α = R−{−1}. 
γ) Για μ = – 6 ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =  2x
2−4x−6
x+1  

Θα παραγοντοποιήσουμε το τριώνυμο 2x2 – 4x − 6. 

Το τριώνυμο 2x2 – 4x – 6  έχει α = 2, β = – 4, γ = – 6 και διακρίνουσα: 

Δ = β2 – 4αγ = (– 4)2 – 4  2  (– 6) = 16 + 48 = 64 > 0 

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι οι: 

x1,2 = −β±√Δ2α = −(−4)±√64
2×2 = 4±8

4 = {
4+8
4 = 3

4−8
4 = −1

 

Άρα: 

2x2 – 4x − 6 = 2(x – 3)(x – ( –1)) = 2(x – 3)(x + 1) 

Τότε, μετά από τις σχετικές πράξεις και απλοποιήσεις ο τύπος της g γράφεται: 

g(x) =  2x
2−4x−6
x+1   

 g(x) = 2(x−3)(x+1)
x+1   

 g(x) = 2(x – 3) = 2x – 6, με 𝑥𝑥 ≠ −1 
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ΛΥΣΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Το σημείο Ζ έχει ως τετμημένη την αρνητική λύση της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 η οποία γράφεται 

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 με διακρίνουσα 𝛥𝛥 = (−1)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−1) = 1 + 4 = 5. 

Άρα 𝑥𝑥1 = −(−1)−√5
2∙1 = 1−√5

2 < 0 , αφού 1 < 5 ⇒ √1 < √5 ⇒ 1 < √5 ⇒ 1 − √5 < 0. 

Η άλλη ρίζα είναι η 𝑥𝑥2 = −(−1)+√5
2∙1 = 1+√5

2 > 0 . Ώστε 𝛧𝛧 (1−√5
2 , 0). 

Το σημείο Α έχει τετμημένη μηδέν και τεταγμένη 𝑔𝑔(0) = 3 − 0 = 3, έτσι 𝛢𝛢(0, 3). 

Τα σημεία Β και Γ έχουν ως τετμημένες τις λύσεις της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥), δηλαδή της 

εξίσωσης 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 3 − 𝑥𝑥  η οποία γράφεται 𝑥𝑥2 = 4. Οπότε 𝑥𝑥2 = 22, 

άρα 𝑥𝑥 = 2 ή 𝑥𝑥 = −2. 

Οι τεταγμένες των σημείων Γ και Β θα είναι: 

𝑓𝑓(2) = 𝑔𝑔(2) = 3 − 2 = 1 και 𝑓𝑓(−2) = 𝑔𝑔(−2) = 3 − (−2) = 5 αντίστοιχα. 

Ώστε 𝛣𝛣(−2, 5) , 𝛤𝛤(2, 1) αφού το σημείο Β βρίσκεται πιο αριστερά από το Γ, άρα θα έχει 

μικρότερη τετμημένη. 

β) Πρέπει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥), δηλαδή 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 > 3 − 𝑥𝑥, οπότε ⇔ 𝑥𝑥2 > 4, σχέση που γράφεται 

𝑥𝑥2 > 22, άρα |𝑥𝑥| > |2|. Ώστε  𝑥𝑥 < −2 ή 𝑥𝑥 > 2. 

Έτσι, για 𝑥𝑥 ∈ (−∞ , −2) ∪ (2 , +∞) θα είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥). 

𝑂𝑂 

𝑥𝑥 𝑥𝑥′ 

𝑦𝑦 

𝑦𝑦′ 
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α) Το σημείο Ζ έχει ως τετμημένη την αρνητική λύση της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 η οποία γράφεται 

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 με διακρίνουσα 𝛥𝛥 = (−1)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−1) = 1 + 4 = 5. 

Άρα 𝑥𝑥1 = −(−1)−√5
2∙1 = 1−√5

2 < 0 , αφού 1 < 5 ⇒ √1 < √5 ⇒ 1 < √5 ⇒ 1 − √5 < 0. 

Η άλλη ρίζα είναι η 𝑥𝑥2 = −(−1)+√5
2∙1 = 1+√5

2 > 0 . Ώστε 𝛧𝛧 (1−√5
2 , 0). 

Το σημείο Α έχει τετμημένη μηδέν και τεταγμένη 𝑔𝑔(0) = 3 − 0 = 3, έτσι 𝛢𝛢(0, 3). 

Τα σημεία Β και Γ έχουν ως τετμημένες τις λύσεις της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥), δηλαδή της 

εξίσωσης 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 3 − 𝑥𝑥  η οποία γράφεται 𝑥𝑥2 = 4. Οπότε 𝑥𝑥2 = 22, 

άρα 𝑥𝑥 = 2 ή 𝑥𝑥 = −2. 

Οι τεταγμένες των σημείων Γ και Β θα είναι: 

𝑓𝑓(2) = 𝑔𝑔(2) = 3 − 2 = 1 και 𝑓𝑓(−2) = 𝑔𝑔(−2) = 3 − (−2) = 5 αντίστοιχα. 

Ώστε 𝛣𝛣(−2, 5) , 𝛤𝛤(2, 1) αφού το σημείο Β βρίσκεται πιο αριστερά από το Γ, άρα θα έχει 

μικρότερη τετμημένη. 

β) Πρέπει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥), δηλαδή 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 > 3 − 𝑥𝑥, οπότε ⇔ 𝑥𝑥2 > 4, σχέση που γράφεται 

𝑥𝑥2 > 22, άρα |𝑥𝑥| > |2|. Ώστε  𝑥𝑥 < −2 ή 𝑥𝑥 > 2. 

Έτσι, για 𝑥𝑥 ∈ (−∞ , −2) ∪ (2 , +∞) θα είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥). 

𝑂𝑂 

𝑥𝑥 𝑥𝑥′ 

𝑦𝑦 

𝑦𝑦′ 

γ) Προφανώς πρέπει να αποδείξουμε ότι |𝑓𝑓(𝛼𝛼)  −  (− 𝑔𝑔(𝛼𝛼))| ≥ 1 για κάθε πραγματικό αριθμό 

𝛼𝛼. Η σχέση αυτή ισοδύναμα γράφεται : 

|𝑓𝑓(𝛼𝛼) + 𝑔𝑔(𝛼𝛼)| ≥ 1, άρα  |𝛼𝛼2 −  𝛼𝛼 − 1 + 3 −  𝛼𝛼| ≥ 1, δηλαδή |𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2| ≥ 1. (Ι) 

Παρατηρούμε ότι 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2 = 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 1 + 1 =  (𝛼𝛼 − 1)2 + 1 ≥ 1 > 0, αφού 

για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅 ισχύει (𝛼𝛼 − 1)2 ≥ 0 ⟺ (𝛼𝛼 − 1)2 + 1 ≥ 1  

Γνωρίζουμε όμως ότι αν 𝑦𝑦 > 0, τότε είναι |𝑦𝑦| = 𝑦𝑦. 

Έτσι η σχέση (Ι) ισοδύναμα γράφεται |(𝛼𝛼 − 1)2 + 1| ≥ 1, δηλαδή (𝛼𝛼 − 1)2 + 1 ≥ 1, οπότε  

(𝛼𝛼 − 1)2 ≥ 0  σχέση που ισχύει για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅. 
Εναλλακτικά, το τριώνυμο 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2 έχει αρνητική διακρίνουσα 

𝛥𝛥 = (−2)2 −  4 ∙ 1 ∙ 2 = 4 −  8 = − 4, άρα το τριώνυμο γίνεται ομόσημο του συντελεστή του 

𝛼𝛼2 δηλαδή του 1, άρα πάντα θετικό για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅 . Ώστε 

|𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2| = 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2. Έτσι η σχέση (Ι) γράφεται ισοδύναμα 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2 ≥ 1, 

δηλαδή 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 1 ≥ 0 άρα (𝛼𝛼 − 1)2 ≥ 0 ισχύει για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅. 

265  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία έχει κλίση 2   , οπότε η εξίσωσή της γίνεται 2y x    . Η ευθεία 

διέρχεται από τη σημείο (1, 1), οπότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της 

ευθείας. Δηλαδή:                              1 2 1         3  .  

Άρα η εξίσωση της ευθείας είναι:     2 3y x   . 

β) Η ευθεία τέμνει τον άξονα 'y y  στο σημείο (0, 3), αφού για 0x   βρίσκουμε: 

                                                               2 0 3 3y      . 

γ) Παίρνουμε στο σύστημα συντεταγμένων τα σημεία (1, 1) και (0, 3) και χαράζουμε την 

ευθεία που διέρχεται από τα σημεία αυτά. 
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α) Το σημείο Ζ έχει ως τετμημένη την αρνητική λύση της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 η οποία γράφεται 

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 0 με διακρίνουσα 𝛥𝛥 = (−1)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−1) = 1 + 4 = 5. 

Άρα 𝑥𝑥1 = −(−1)−√5
2∙1 = 1−√5

2 < 0 , αφού 1 < 5 ⇒ √1 < √5 ⇒ 1 < √5 ⇒ 1 − √5 < 0. 

Η άλλη ρίζα είναι η 𝑥𝑥2 = −(−1)+√5
2∙1 = 1+√5

2 > 0 . Ώστε 𝛧𝛧 (1−√5
2 , 0). 

Το σημείο Α έχει τετμημένη μηδέν και τεταγμένη 𝑔𝑔(0) = 3 − 0 = 3, έτσι 𝛢𝛢(0, 3). 

Τα σημεία Β και Γ έχουν ως τετμημένες τις λύσεις της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥), δηλαδή της 

εξίσωσης 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 3 − 𝑥𝑥  η οποία γράφεται 𝑥𝑥2 = 4. Οπότε 𝑥𝑥2 = 22, 

άρα 𝑥𝑥 = 2 ή 𝑥𝑥 = −2. 

Οι τεταγμένες των σημείων Γ και Β θα είναι: 

𝑓𝑓(2) = 𝑔𝑔(2) = 3 − 2 = 1 και 𝑓𝑓(−2) = 𝑔𝑔(−2) = 3 − (−2) = 5 αντίστοιχα. 

Ώστε 𝛣𝛣(−2, 5) , 𝛤𝛤(2, 1) αφού το σημείο Β βρίσκεται πιο αριστερά από το Γ, άρα θα έχει 

μικρότερη τετμημένη. 

β) Πρέπει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥), δηλαδή 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 > 3 − 𝑥𝑥, οπότε ⇔ 𝑥𝑥2 > 4, σχέση που γράφεται 

𝑥𝑥2 > 22, άρα |𝑥𝑥| > |2|. Ώστε  𝑥𝑥 < −2 ή 𝑥𝑥 > 2. 

Έτσι, για 𝑥𝑥 ∈ (−∞ , −2) ∪ (2 , +∞) θα είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥). 

𝑂𝑂 

𝑥𝑥 𝑥𝑥′ 

𝑦𝑦 

𝑦𝑦′ 

γ) Προφανώς πρέπει να αποδείξουμε ότι |𝑓𝑓(𝛼𝛼)  −  (− 𝑔𝑔(𝛼𝛼))| ≥ 1 για κάθε πραγματικό αριθμό 

𝛼𝛼. Η σχέση αυτή ισοδύναμα γράφεται : 

|𝑓𝑓(𝛼𝛼) + 𝑔𝑔(𝛼𝛼)| ≥ 1, άρα  |𝛼𝛼2 −  𝛼𝛼 − 1 + 3 −  𝛼𝛼| ≥ 1, δηλαδή |𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2| ≥ 1. (Ι) 

Παρατηρούμε ότι 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2 = 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 1 + 1 =  (𝛼𝛼 − 1)2 + 1 ≥ 1 > 0, αφού 

για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅 ισχύει (𝛼𝛼 − 1)2 ≥ 0 ⟺ (𝛼𝛼 − 1)2 + 1 ≥ 1  

Γνωρίζουμε όμως ότι αν 𝑦𝑦 > 0, τότε είναι |𝑦𝑦| = 𝑦𝑦. 

Έτσι η σχέση (Ι) ισοδύναμα γράφεται |(𝛼𝛼 − 1)2 + 1| ≥ 1, δηλαδή (𝛼𝛼 − 1)2 + 1 ≥ 1, οπότε  

(𝛼𝛼 − 1)2 ≥ 0  σχέση που ισχύει για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅. 
Εναλλακτικά, το τριώνυμο 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2 έχει αρνητική διακρίνουσα 

𝛥𝛥 = (−2)2 −  4 ∙ 1 ∙ 2 = 4 −  8 = − 4, άρα το τριώνυμο γίνεται ομόσημο του συντελεστή του 

𝛼𝛼2 δηλαδή του 1, άρα πάντα θετικό για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅 . Ώστε 

|𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2| = 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2. Έτσι η σχέση (Ι) γράφεται ισοδύναμα 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 2 ≥ 1, 

δηλαδή 𝛼𝛼2 −  2𝛼𝛼 + 1 ≥ 0 άρα (𝛼𝛼 − 1)2 ≥ 0 ισχύει για κάθε 𝛼𝛼 ∈  𝑅𝑅. 

265  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία έχει κλίση 2   , οπότε η εξίσωσή της γίνεται 2y x    . Η ευθεία 

διέρχεται από τη σημείο (1, 1), οπότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της 

ευθείας. Δηλαδή:                              1 2 1         3  .  

Άρα η εξίσωση της ευθείας είναι:     2 3y x   . 

β) Η ευθεία τέμνει τον άξονα 'y y  στο σημείο (0, 3), αφού για 0x   βρίσκουμε: 

                                                               2 0 3 3y      . 

γ) Παίρνουμε στο σύστημα συντεταγμένων τα σημεία (1, 1) και (0, 3) και χαράζουμε την 

ευθεία που διέρχεται από τα σημεία αυτά. 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία έχει κλίση 2   , οπότε η εξίσωσή της γίνεται 2y x    . Η ευθεία 

διέρχεται από τη σημείο (1, 1), οπότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της 

ευθείας. Δηλαδή:                              1 2 1         3  .  

Άρα η εξίσωση της ευθείας είναι:     2 3y x   . 

β) Η ευθεία τέμνει τον άξονα 'y y  στο σημείο (0, 3), αφού για 0x   βρίσκουμε: 

                                                               2 0 3 3y      . 

γ) Παίρνουμε στο σύστημα συντεταγμένων τα σημεία (1, 1) και (0, 3) και χαράζουμε την 

ευθεία που διέρχεται από τα σημεία αυτά. 
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α) Η κλίση της ευθείας (ε1) είναι 1
3
4

   και η ευθεία (ε2) είναι παράλληλη στην (ε1), οπότε 

έχει κλίση 2
3
4

  .  

β) Η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 3
4

y x    και διέρχεται από το σημείο Α(4, 1), οπότε οι 

συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας, δηλαδή:  

                                                 31 4 1 3 2
4

           .  

Άρα η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 3 2
4

y x  . 

γ) Η ευθεία τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο (0, -2), αφού για x = 0 βρίσκουμε 

3 0 2 2
4

y       και τον άξονα x’x στο σημείο 8( ,0)
3

, αφού για y = 0 έχουμε: 

                                                               

30 2
4
32
4

8 3
8
3

x

x

x

x

  

 

 


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α) Η κλίση της ευθείας (ε1) είναι 1
3
4

   και η ευθεία (ε2) είναι παράλληλη στην (ε1), οπότε 

έχει κλίση 2
3
4

  .  

β) Η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 3
4

y x    και διέρχεται από το σημείο Α(4, 1), οπότε οι 

συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας, δηλαδή:  

                                                 31 4 1 3 2
4

           .  

Άρα η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 3 2
4

y x  . 

γ) Η ευθεία τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο (0, -2), αφού για x = 0 βρίσκουμε 

3 0 2 2
4

y       και τον άξονα x’x στο σημείο 8( ,0)
3

, αφού για y = 0 έχουμε: 

                                                               

30 2
4
32
4

8 3
8
3

x

x

x

x

  

 

 


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α) Με  0 α β έχουμε 
1 1
α β

, οπότε , 
3 3
α β

. Επομένως,  
3 3
β α

. 

β) Με  0 α βέχουμε 3 3α β . Επιπλέον, από το ερώτημα (α) είναι 
3 3
β α

,  οπότε με πρόσθεση 

των δυο ανισοτήτων παίρνουμε:  

  3 33 3α β
β α

 

που είναι το ζητούμενο. 

 268  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Πρέπει και αρκεί να ισχύει:  𝑥𝑥 ≥ 0  και √𝑥𝑥 − 1 ≠ 0 ⇔ √𝑥𝑥 ≠ 1 ⇔ 𝑥𝑥 ≠ 1.   

Άρα το πεδίο ορισμού είναι το Α = [0,1)U(1,+∞). 

β) Έχουμε: 𝑓𝑓(4) = 3
√4−1 = 3, άρα το σημείο Μ ανήκει στη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓.  

γ) Το 𝑥𝑥 = −1 δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝑓𝑓. Άρα το σημείο Ν δεν 

μπορεί να ανήκει στη γραφική της παράσταση. 
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269  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Εφαρμόζοντας τις ιδιότητες της απόλυτης τιμής, ο τύπος της 𝑓𝑓(𝑥𝑥), ισοδύναμα γίνεται: 

( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

3 4 6 2 2

3 4 2 3 2

3 2 3 2

2 3

f x x x

f x x x

f x x x

f x x

= − + − − + 

= − + − − − 

= − − − + 

= − −

 

β)  Για 𝑥𝑥 ≥ 3 είναι 𝑥𝑥 − 3 ≥ 0, άρα |𝑥𝑥 − 3| = 𝑥𝑥 − 3. Επίσης, για 𝑥𝑥 < 3 είναι 𝑥𝑥 − 3 < 0 οπότε 

|𝑥𝑥 − 3| = 3 − 𝑥𝑥. Άρα: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = {2 − (3 − 𝑥𝑥), 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 < 3
2 − (𝑥𝑥 − 3), 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 ≥ 3 ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = {𝑥𝑥 − 1, 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 < 3

5 − 𝑥𝑥, 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 ≥ 3. 

 Για 3x   η γραφική παράσταση της f  συμπίπτει με την ευθεία 5y x= −  δύο σημεία της 

οποίας είναι τα ( )3,2  και ( )5,0 . 

Για 3x   η γραφική παράσταση της f  συμπίπτει με την ευθεία 1y x= −  δύο σημεία της 

οποίας είναι τα ( )0, 1−  και ( )1,0  

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η γραφική παράσταση της f  είναι η (4). 

  

γ)  

i) Αν σχεδιάσουμε την ευθεία 𝑦𝑦 = −1 προκύπτει το ακόλουθο γράφημα: 

  
Η λύση της ανίσωσης είναι οι τετμημένες των σημείων της γραφικής παράστασης της 

𝑓𝑓 που βρίσκονται πάνω από την ευθεία 𝑦𝑦 = −1. Από το σχήμα προκύπτει ότι 

 0 < 𝑥𝑥 < 6. 

ii)  Είναι:  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑦𝑦 ⇔ 2 − |𝑥𝑥 − 3| > −1 ⇔ −|𝑥𝑥 − 3| > −3 ⇔ 

|𝑥𝑥 − 3| < 3 ⇔ −3 < 𝑥𝑥 − 3 < 3 ⇔ 0 < 𝑥𝑥 < 6. 
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α) Εφαρμόζοντας τις ιδιότητες της απόλυτης τιμής, ο τύπος της 𝑓𝑓(𝑥𝑥), ισοδύναμα γίνεται: 

( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

3 4 6 2 2

3 4 2 3 2

3 2 3 2

2 3

f x x x

f x x x

f x x x

f x x

= − + − − + 

= − + − − − 

= − − − + 

= − −

 

β)  Για 𝑥𝑥 ≥ 3 είναι 𝑥𝑥 − 3 ≥ 0, άρα |𝑥𝑥 − 3| = 𝑥𝑥 − 3. Επίσης, για 𝑥𝑥 < 3 είναι 𝑥𝑥 − 3 < 0 οπότε 

|𝑥𝑥 − 3| = 3 − 𝑥𝑥. Άρα: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = {2 − (3 − 𝑥𝑥), 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 < 3
2 − (𝑥𝑥 − 3), 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 ≥ 3 ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = {𝑥𝑥 − 1, 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 < 3

5 − 𝑥𝑥, 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑥𝑥 ≥ 3. 

 Για 3x   η γραφική παράσταση της f  συμπίπτει με την ευθεία 5y x= −  δύο σημεία της 

οποίας είναι τα ( )3,2  και ( )5,0 . 

Για 3x   η γραφική παράσταση της f  συμπίπτει με την ευθεία 1y x= −  δύο σημεία της 

οποίας είναι τα ( )0, 1−  και ( )1,0  

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η γραφική παράσταση της f  είναι η (4). 

  

γ)  

i) Αν σχεδιάσουμε την ευθεία 𝑦𝑦 = −1 προκύπτει το ακόλουθο γράφημα: 

  
Η λύση της ανίσωσης είναι οι τετμημένες των σημείων της γραφικής παράστασης της 

𝑓𝑓 που βρίσκονται πάνω από την ευθεία 𝑦𝑦 = −1. Από το σχήμα προκύπτει ότι 

 0 < 𝑥𝑥 < 6. 

ii)  Είναι:  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑦𝑦 ⇔ 2 − |𝑥𝑥 − 3| > −1 ⇔ −|𝑥𝑥 − 3| > −3 ⇔ 

|𝑥𝑥 − 3| < 3 ⇔ −3 < 𝑥𝑥 − 3 < 3 ⇔ 0 < 𝑥𝑥 < 6. 
 270  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

ΛΥΣΗ 

α)  Λύνουμε την ανίσωση f(x)<0. Είναι:   

𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 ⇔ 1 − (𝑥𝑥 − 1)2 < 0 ⇔ −(𝑥𝑥 − 1)2 < −1 ⇔ (𝑥𝑥 − 1)2 > 1 

⇔ √(𝑥𝑥 − 1)2 > 1 ⇔ |𝑥𝑥 − 1| > 1 ⇔ 𝑥𝑥 − 1 < −1  ή 𝑥𝑥 − 1 > 1 

⇔ 𝑥𝑥 < 0  ή 𝑥𝑥 > 2 . 

Άρα 𝑥𝑥 ∈ (−∞, 0) ∪ (2, +∞). 

β) Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

i) Αν 𝑥𝑥 ≥ 1, τότε 𝑥𝑥 − 1 ≥ 0, οπότε |𝑥𝑥 − 1| = 𝑥𝑥 − 1     και  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 1 + 2 =
𝑥𝑥 + 1 

ii) Αν 𝑥𝑥 < 1, τότε 𝑥𝑥 − 1 < 0, οπότε |𝑥𝑥 − 1| = −𝑥𝑥 + 1 και  𝑔𝑔 (𝑥𝑥) = −𝑥𝑥 + 1 + 2 = 

              −𝑥𝑥 + 3. 

Άρα  g (𝑥𝑥) = {    𝑥𝑥 + 1,    𝑥𝑥 ≥ 1
−𝑥𝑥 + 3,     𝑥𝑥 < 1 .  

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g αποτελείται  : 

ι)  από  το τμήμα της ευθείας  y=x+1 , όταν 𝑥𝑥 ≥ 1 για 𝑥𝑥 ∈ (1, +∞), με πίνακα τιμών 

x y 

1 2 

2 3 

ιι) από το τμήμα της ευθείας y=-x+3 , όταν 𝑥𝑥 < 1 για  𝑥𝑥 ∈ (−∞, 1), με πίνακα τιμών 

x y 

1 2 

-2 5 

Συνεπώς στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση 𝐶𝐶𝑔𝑔 
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α)  Λύνουμε την ανίσωση f(x)<0. Είναι:   

𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 ⇔ 1 − (𝑥𝑥 − 1)2 < 0 ⇔ −(𝑥𝑥 − 1)2 < −1 ⇔ (𝑥𝑥 − 1)2 > 1 

⇔ √(𝑥𝑥 − 1)2 > 1 ⇔ |𝑥𝑥 − 1| > 1 ⇔ 𝑥𝑥 − 1 < −1  ή 𝑥𝑥 − 1 > 1 

⇔ 𝑥𝑥 < 0  ή 𝑥𝑥 > 2 . 

Άρα 𝑥𝑥 ∈ (−∞, 0) ∪ (2, +∞). 

β) Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

i) Αν 𝑥𝑥 ≥ 1, τότε 𝑥𝑥 − 1 ≥ 0, οπότε |𝑥𝑥 − 1| = 𝑥𝑥 − 1     και  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 1 + 2 =
𝑥𝑥 + 1 

ii) Αν 𝑥𝑥 < 1, τότε 𝑥𝑥 − 1 < 0, οπότε |𝑥𝑥 − 1| = −𝑥𝑥 + 1 και  𝑔𝑔 (𝑥𝑥) = −𝑥𝑥 + 1 + 2 = 

              −𝑥𝑥 + 3. 

Άρα  g (𝑥𝑥) = {    𝑥𝑥 + 1,    𝑥𝑥 ≥ 1
−𝑥𝑥 + 3,     𝑥𝑥 < 1 .  

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g αποτελείται  : 

ι)  από  το τμήμα της ευθείας  y=x+1 , όταν 𝑥𝑥 ≥ 1 για 𝑥𝑥 ∈ (1, +∞), με πίνακα τιμών 

x y 

1 2 

2 3 

ιι) από το τμήμα της ευθείας y=-x+3 , όταν 𝑥𝑥 < 1 για  𝑥𝑥 ∈ (−∞, 1), με πίνακα τιμών 

x y 

1 2 

-2 5 

Συνεπώς στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση 𝐶𝐶𝑔𝑔 

 

γ) Είναι: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1 − (𝑥𝑥 − 1)2 − |𝑥𝑥 − 1| − 2 = −|𝑥𝑥 − 1|2 − |𝑥𝑥 − 1| − 1.                                          

Αν  θέσουμε |𝑥𝑥 − 1| = 𝜔𝜔 τότε η παραπάνω διαφορά γράφεται −𝜔𝜔2 − 𝜔𝜔 − 1  και 

είναι πάντα αρνητική, αφού είναι τριώνυμο του ω, με 𝛼𝛼 = −1 < 0  και διακρίνουσα 

𝛥𝛥 = (−1)2 − 4(−1)(−1) = 1 − 4 = −3 < 0 .    

Άρα για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ έχουμε 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) < 0, οπότε η γραφική παράσταση της f είναι 

κάτω  από τη γραφική παράσταση της g. 

Εναλλακτική λύση:  

Ισχύουν    (𝑥𝑥 − 1)2 ≥ 0 ⟺ − (𝑥𝑥 − 1)2 ≤ 0 ⟺ 1 − (𝑥𝑥 − 1)2 ≤ 1 ⟺ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 1   
με  𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 και  |𝑥𝑥 − 1| ≥ 0 ⟺ |𝑥𝑥 − 1| + 2 ≥ 2 ⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 2  𝜇𝜇𝜇𝜇  𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 

Άρα f(x)<g(x), οπότε η γραφική παράσταση της f είναι κάτω  από τη γραφική 

παράσταση της g. 
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γ) Είναι: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1 − (𝑥𝑥 − 1)2 − |𝑥𝑥 − 1| − 2 = −|𝑥𝑥 − 1|2 − |𝑥𝑥 − 1| − 1.                                          

Αν  θέσουμε |𝑥𝑥 − 1| = 𝜔𝜔 τότε η παραπάνω διαφορά γράφεται −𝜔𝜔2 − 𝜔𝜔 − 1  και 

είναι πάντα αρνητική, αφού είναι τριώνυμο του ω, με 𝛼𝛼 = −1 < 0  και διακρίνουσα 

𝛥𝛥 = (−1)2 − 4(−1)(−1) = 1 − 4 = −3 < 0 .    

Άρα για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ έχουμε 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) < 0, οπότε η γραφική παράσταση της f είναι 

κάτω  από τη γραφική παράσταση της g. 

Εναλλακτική λύση:  

Ισχύουν    (𝑥𝑥 − 1)2 ≥ 0 ⟺ − (𝑥𝑥 − 1)2 ≤ 0 ⟺ 1 − (𝑥𝑥 − 1)2 ≤ 1 ⟺ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 1   
με  𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 και  |𝑥𝑥 − 1| ≥ 0 ⟺ |𝑥𝑥 − 1| + 2 ≥ 2 ⟺ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 2  𝜇𝜇𝜇𝜇  𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 

Άρα f(x)<g(x), οπότε η γραφική παράσταση της f είναι κάτω  από τη γραφική 

παράσταση της g. 

 

 

 

271  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
ΛΥΣΗ 

α)Γνωρίζουμε ότι ο όγκος της δεξαμενής ισούται με το γινόμενο των τριών 
διαστάσεων της.  Επειδή η δεξαμενή έχει βάση τετράγωνη θέτουμε x το μήκος και το 
πλάτος της οπότε το ύψος της θα είναι 𝑥𝑥4. Άρα ο όγκος της δεξαμενής V θα είναι:  

𝑉𝑉 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥
4 = 𝑥𝑥3

4  

Αφού η δεξαμενή έχει όγκο 𝑉𝑉 = 16𝑚𝑚3 θα έχουμε: 

𝑉𝑉 = 16 ⟺ 

𝑥𝑥3

4 = 16 ⟺ 

𝑥𝑥3 = 64 ⟺ 

𝑥𝑥 = √643 ⟺ 

𝑥𝑥 = √433 ⟺ 

𝑥𝑥 = 4𝑚𝑚. 

Οπότε η δεξαμενή έχει μήκος και πλάτος ίσα με  4m και ύψος ίσο με 1 m. 

β) Έστω 𝑥𝑥, (𝑥𝑥 > 0) το μήκος της δεξαμενής. Τότε το πλάτος της θα είναι x-2 και ο όγκος 
της δεξαμενής θα ισούται με     𝑉𝑉 = 2𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2).  

Οπότε έχουμε : 

𝑉𝑉 = 16 ⟺ 

2𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2) = 16 ⟺ 

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2) = 8 

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 = 8 ⟺ 

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 8 = 0 

Έχουμε 𝛥𝛥 = 𝛽𝛽2 − 4 ∙ 𝛼𝛼 ∙ 𝛾𝛾 = (−2)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−8) = 4 + 32 = 36 > 0. 

Τότε: 

𝑥𝑥1,2 = −𝛽𝛽±√𝛥𝛥
2∙𝛼𝛼 ⟺ 

𝑥𝑥1,2 = 2±√36
2∙1 ⟺ 

𝑥𝑥1,2 = 2±6
2 ⟺ 
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α)Γνωρίζουμε ότι ο όγκος της δεξαμενής ισούται με το γινόμενο των τριών 
διαστάσεων της.  Επειδή η δεξαμενή έχει βάση τετράγωνη θέτουμε x το μήκος και το 
πλάτος της οπότε το ύψος της θα είναι 𝑥𝑥4. Άρα ο όγκος της δεξαμενής V θα είναι:  

𝑉𝑉 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥
4 = 𝑥𝑥3

4  

Αφού η δεξαμενή έχει όγκο 𝑉𝑉 = 16𝑚𝑚3 θα έχουμε: 

𝑉𝑉 = 16 ⟺ 

𝑥𝑥3

4 = 16 ⟺ 

𝑥𝑥3 = 64 ⟺ 

𝑥𝑥 = √643 ⟺ 

𝑥𝑥 = √433 ⟺ 

𝑥𝑥 = 4𝑚𝑚. 

Οπότε η δεξαμενή έχει μήκος και πλάτος ίσα με  4m και ύψος ίσο με 1 m. 

β) Έστω 𝑥𝑥, (𝑥𝑥 > 0) το μήκος της δεξαμενής. Τότε το πλάτος της θα είναι x-2 και ο όγκος 
της δεξαμενής θα ισούται με     𝑉𝑉 = 2𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2).  

Οπότε έχουμε : 

𝑉𝑉 = 16 ⟺ 

2𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2) = 16 ⟺ 

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 2) = 8 

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 = 8 ⟺ 

𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 8 = 0 

Έχουμε 𝛥𝛥 = 𝛽𝛽2 − 4 ∙ 𝛼𝛼 ∙ 𝛾𝛾 = (−2)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−8) = 4 + 32 = 36 > 0. 

Τότε: 

𝑥𝑥1,2 = −𝛽𝛽±√𝛥𝛥
2∙𝛼𝛼 ⟺ 

𝑥𝑥1,2 = 2±√36
2∙1 ⟺ 

𝑥𝑥1,2 = 2±6
2 ⟺ 

𝑥𝑥1,2 = {
2−6

2
2+6

2

⟺ 

𝑥𝑥1,2 = {−2  𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼ί𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾 𝜋𝜋𝜋𝜋έ𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑥𝑥 > 0
4,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿ή  

Άρα το μήκος της δεξαμενής είναι 4 m και το πλάτος 2m.  

γ) Αφού η νέα δεξαμενή περιέχει 10m3 πετρέλαιο και η βάση της έχει, μήκος 4m και 
πλάτος 2 m, αν x είναι το ύψος του υγρού μέσα στη δεξαμενή  ο όγκος του υγρού  θα 
είναι: 

𝑉𝑉𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋. = 10 ⟺ 

4 ∙ 2 ∙ 𝑥𝑥 = 10 ⟺ 

8 ∙ 𝑥𝑥 = 10 ⟺ 

𝑥𝑥 = 10
8 ⟺ 

𝑥𝑥 = 5
4 𝑚𝑚. 

Άρα το ύψος του υγρού στη δεξαμενή είναι 54 𝑚𝑚. 
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272  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η κλίση της ευθείας (ε1) είναι 1
1
2

    και η ευθεία αυτή τέμνει τον άξονα y’y στο 

σημείο (0, -2), αφού για 0x   βρίσκουμε 1 0 2 2
2

y       . 

β) Η ευθεία (ε2) είναι παράλληλη στην (ε1), οπότε έχει κλίση 2
1
2

   .  Επομένως η 

εφαπτομένη της γωνίας   που σχηματίζει η ευθεία (ε2) με τον 'x x  άξονα ισούται με 1
2

  

(εφω = 1
2

 ). 

γ) Η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 1
2

y x     και διέρχεται από το σημείο Α (-4, 1), οπότε οι 

συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας, δηλαδή:  

                                                 11 ( 4) 1 2 1
2

             .  

Άρα η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 1 1
2

y x   . 

Η ευθεία αυτή τέμνει τον άξονα 'y y  στο σημείο (0, -1), αφού για 0x   βρίσκουμε 

1 0 1 1
2

y        και τον άξονα 'x x  στο σημείο ( 2,0) , αφού για 0y   έχουμε: 

 

                                                               

10 1
2
11
2

2
2

x

x

x
x

   

  

  
 
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272  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η κλίση της ευθείας (ε1) είναι 1
1
2

    και η ευθεία αυτή τέμνει τον άξονα y’y στο 

σημείο (0, -2), αφού για 0x   βρίσκουμε 1 0 2 2
2

y       . 

β) Η ευθεία (ε2) είναι παράλληλη στην (ε1), οπότε έχει κλίση 2
1
2

   .  Επομένως η 

εφαπτομένη της γωνίας   που σχηματίζει η ευθεία (ε2) με τον 'x x  άξονα ισούται με 1
2

  

(εφω = 1
2

 ). 

γ) Η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 1
2

y x     και διέρχεται από το σημείο Α (-4, 1), οπότε οι 

συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας, δηλαδή:  

                                                 11 ( 4) 1 2 1
2

             .  

Άρα η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση: 1 1
2

y x   . 

Η ευθεία αυτή τέμνει τον άξονα 'y y  στο σημείο (0, -1), αφού για 0x   βρίσκουμε 

1 0 1 1
2

y        και τον άξονα 'x x  στο σημείο ( 2,0) , αφού για 0y   έχουμε: 

 

                                                               

10 1
2
11
2

2
2

x

x

x
x

   

  

  
 

   

 

273  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________Λύση

α) Κάνοντας πράξεις στη δοθείσα σχέση έχουμε διαδοχικά: 

α ⋅
1

α
+α ⋅

1

β
+β ⋅

1

α
+β ⋅

1

β
=4 , τότε

1+
α

β
+
β

α
+1=4 , τότε

α

β
+
β

α
=2 ,

το οποίο είναι το ζητούμενο.

β) Από το ερώτημα (α) έχουμε: 

α

β
+
β

α
=2⇔

α
2+β2=2αβ⇔

α
2+ β2−2αβ=0⇔

(α−β )
2

=0⇔
α− β=0⇔ α=β .

274  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η συνάρτηση 𝑓𝑓 ορίζεται αν και μόνον αν 𝑥𝑥 − 1 ≠ 0 ⇔ 𝑥𝑥 ≠ 1, άρα το πεδίο ορισμού  

της συνάρτησης 𝑓𝑓 είναι 𝛢𝛢 = ℝ − {1}. 

β) Το σημείο 𝛭𝛭(2,4) ανήκει στη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 μόνο όταν  𝑓𝑓(2) = 4.  

Είναι:   𝑓𝑓(2) = 2⋅2
2−1 = 4, άρα το σημείο 𝛭𝛭(2,4) ανήκει στη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓. 

γ) Για να βρούμε τα σημεία τομής με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 λύνουμε την εξίσωση:  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟺ 2𝑥𝑥
𝑥𝑥−1 = 0 ⟺ 2𝑥𝑥 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 = 0. 

 Άρα η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 τέμνει και τους δύο άξονες στο κοινό τους σημείο 𝛰𝛰(0,0). 

               

275  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
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α) Την χρονική στιγμή t = 0 το ελικόπτερο βρίσκεται στο ελικοδρόμιο το οποίο είναι         

Υ1(0) = 150 μέτρα πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας. 

β) Μετά από 5 λεπτά, το ελικόπτερο θα βρίσκεται σε ύψος Υ1(5) = 150 + 50·5 =400 μέτρα 

πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας. Άρα θα πετάει σταθερά στο ύψος αυτό για χρόνο              

t ∈[5, 10]. 

γ) Το ελικόπτερο κατεβαίνει από το 10ο λεπτό μέχρι να φτάσει πάλι στο ελικοδρόμιο. Θα 

φτάσει στο ελικοδρόμιο μετά από 10 λεπτά, επομένως το πεδίο ορισμού της Υ2(t) είναι το 

διάστημα [10, 20].  

Σε ύψος 250 μέτρων από τη επιφάνεια της θάλασσας θα βρίσκεται και όταν ανεβαίνει και 

όταν επιστέφει στο ελικοδρόμιο. Δηλαδή θα βρούμε τη χρονική στιγμή κατά την οποία:  

                          Υ1(t) = 250    150 + 50 t = 250   t = 2 λεπτά 

και                     Υ2(t) = 250    650 - 25 t = 250     t = 16 λεπτά 

δ)  

i. Όταν ανεβαίνει το ελικόπτερο, παρατηρούμε ότι κάθε λεπτό που περνάει (μέχρι το 

5ο λεπτό της κίνησής του) το ύψος του από την επιφάνεια της θάλασσας αυξάνει σταθερά 

κατά 50 μέτρα, αφού: 

Υ1(t + 1) – Υ1(t) = [150 +50 (t + 1)] – (150 + 50t) = 50 μέτρα. 

ii. Όταν επιστρέφει το ελικόπτερο στη βάση του, παρατηρούμε ότι κάθε λεπτό που 

περνάει (από το 10ο μέχρι το 20ο λεπτό της κίνησής του) το ύψος του από την επιφάνεια της 

θάλασσας μειώνεται σταθερά κατά 25 μέτρα, αφού: 

Υ2(t + 1) – Υ2(t) = [650 -25(t + 1)] – (650 - 25t) = -25 μέτρα.  
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α) Το χρονικό όριο του επιπέδου 1 είναι 1 300   δευτερόλεπτα και του επιπέδου 4 είναι 

4 255   δευτερόλεπτα. Σε μια αριθμητική πρόοδο ο γενικός όρος δίνεται από τη σχέση: 

1 ( 1)      , οπότε  

4 1 3    , δηλαδή 

255 300 3  , οπότε 

15   . 

Αυτό σημαίνει ότι όσο αυξάνει το επίπεδο δυσκολίας (από 1 σε 2, από 2 σε 3, από 3 σε 4, 

κ.ο.κ) το χρονικό όριο που έχει ο παίκτης για να το ολοκληρώσει ελαττώνεται (σταθερά) 

κατά 15 δευτερόλεπτα κάθε φορά. 

β) Αν τα επίπεδα είναι στο σύνολό τους  , τότε 45  (το τελευταίο επίπεδο έχει χρονικό 

όριο 45 δευτερολέπτων) και ζητάμε την τιμή του  . Συνεπώς,  

1

45
( 1) 45

300 ( 1)( 15) 45
300 15 15 45
15 270

18


  







 

   
    
   
 

  
Άρα το παιχνίδι ολοκληρώνεται σε 18 επίπεδα. 

γ) Ο μέγιστος επιτρεπόμενος χρόνος που θα χρειαστεί ένας παίκτης για να ολοκληρώσει το 

παιχνίδι θα προκύψει αν προσθέσουμε το μέγιστο χρονικό όριο και των 18 επιπέδων του 

παιχνιδιού, δηλαδή 

1 2 18 18... S      . 

Στην αριθμητική πρόοδο ισχύει η σχέση: 

1( )
2

S 
    , συνεπώς 

18 1 18
18 ( )
2

S    , οπότε τελικά 

18 9(300 45) 9 345 3105S      . 

Ο μέγιστος χρόνος που θα χρειαστεί ένας παίκτης για να ολοκληρώσει το παιχνίδι είναι 

3105 δευτερόλεπτα (δηλαδή 51 λεπτά και 45 δευτερόλεπτα). 

δ) Αν 1 147   είναι ο χρόνος που χρειάζεται ο παίκτης για να ολοκληρώσει το επίπεδο 1, 
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ΛΥΣΗ 

α) Το χρονικό όριο του επιπέδου 1 είναι 1 300   δευτερόλεπτα και του επιπέδου 4 είναι 

4 255   δευτερόλεπτα. Σε μια αριθμητική πρόοδο ο γενικός όρος δίνεται από τη σχέση: 

1 ( 1)      , οπότε  

4 1 3    , δηλαδή 

255 300 3  , οπότε 

15   . 

Αυτό σημαίνει ότι όσο αυξάνει το επίπεδο δυσκολίας (από 1 σε 2, από 2 σε 3, από 3 σε 4, 

κ.ο.κ) το χρονικό όριο που έχει ο παίκτης για να το ολοκληρώσει ελαττώνεται (σταθερά) 

κατά 15 δευτερόλεπτα κάθε φορά. 

β) Αν τα επίπεδα είναι στο σύνολό τους  , τότε 45  (το τελευταίο επίπεδο έχει χρονικό 

όριο 45 δευτερολέπτων) και ζητάμε την τιμή του  . Συνεπώς,  

1

45
( 1) 45

300 ( 1)( 15) 45
300 15 15 45
15 270

18


  







 

   
    
   
 

  
Άρα το παιχνίδι ολοκληρώνεται σε 18 επίπεδα. 

γ) Ο μέγιστος επιτρεπόμενος χρόνος που θα χρειαστεί ένας παίκτης για να ολοκληρώσει το 

παιχνίδι θα προκύψει αν προσθέσουμε το μέγιστο χρονικό όριο και των 18 επιπέδων του 

παιχνιδιού, δηλαδή 

1 2 18 18... S      . 

Στην αριθμητική πρόοδο ισχύει η σχέση: 

1( )
2

S 
    , συνεπώς 

18 1 18
18 ( )
2

S    , οπότε τελικά 

18 9(300 45) 9 345 3105S      . 

Ο μέγιστος χρόνος που θα χρειαστεί ένας παίκτης για να ολοκληρώσει το παιχνίδι είναι 

3105 δευτερόλεπτα (δηλαδή 51 λεπτά και 45 δευτερόλεπτα). 

δ) Αν 1 147   είναι ο χρόνος που χρειάζεται ο παίκτης για να ολοκληρώσει το επίπεδο 1, 
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  είναι ο χρόνος που χρειάζεται για να ολοκληρώσει το επίπεδο   και ( )  είναι 

αριθμητική πρόοδος με 1 147   και 3  . Θέλουμε να ελέγξουμε αν ο χρόνος που 

χρειάζεται ο παίκτης για να ολοκληρώσει κάθε επίπεδο είναι μικρότερος ή ίσος από τον 

μέγιστο επιτρεπόμενο χρόνο κάθε επιπέδου. 

Θέλουμε τη μέγιστη τιμή του   , ώστε    . Δηλαδή: 

147 ( 1)3 300 ( 1)( 15)
144 3 315 15
18 171

171
18
9,5

 
 







      
   
 

 

  
Άρα η μέγιστη τιμή του ν είναι 9, που σημαίνει ότι ο παίκτης, με το ρυθμό που παίζει, θα 

ολοκληρώσει μόνο 9 από τα 18 επίπεδα του παιχνιδιού. 

 

 

 

 

277  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________Λύση 

α) Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι 𝛥𝛥 = (−1)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−3) = 1 + 12 = 13 > 0 

Άρα το 𝑓𝑓(𝑥𝑥) έχει δύο διαφορετικές πραγματικές ρίζες. 

𝑥𝑥1 = −𝛽𝛽−√𝛥𝛥
2𝛼𝛼 = −(−1)−√13

2∙1 = 1−√13
2  και  𝑥𝑥2 = −𝛽𝛽+√𝛥𝛥

2𝛼𝛼 = −(−1)+√13
2∙1 = 1+√13

2  

 

β)−2 ∙ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 ⇔ −2 ∙ (− 1
2) ∙ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 ∙ (− 1

2) ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 

Κατασκευάζουμε τον πίνακα προσήμου του τριωνύμου, με βάση το α) ερώτημα. 

Καθώς είναι 𝛼𝛼 = 1 > 0, παρατηρούμε ότι είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 για  

𝑥𝑥 ∈ (−∞ , 1 − √13
2  ) ∪ (1 + √13

2 , ∞  ) 

 

𝑥𝑥 −∞                                     +∞ 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)                      +                     -                     + 

 

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 
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278  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία 1 4
2

y x  τέμνει τον y’y άξονα στο σημείο Δ(0, 4) και τον x’x άξονα στο σημείο 

Ε(8, 0), αφού 

για x = 0, έχουμε: 1 0 4 4
2

y y     και 

για y = 0,  έχουμε: 10 4 8
2
x x    . 

β) Το   είναι σημείο του   ευθύγραμμου τμήματος, άρα έχει τετμημένη που παίρνει 

τιμές μεταξύ των τιμών που έχουν οι τετμημένες των σημείων Δ(0, 4) και Ε(8, 0). Δηλαδή: 

                                                                          0 ≤ t ≤ 8. 

Οι συντεταγμένες του σημείου   ικανοποιούν την εξίσωση 1 4
2

y x  , οπότε: 

1 14 4
2 2

y t y t      . 

γ) Το εμβαδόν του τραπεζίου δίνεται από τη σχέση: 

( )
2

  
    , 

όπου: 4y   ,  

            14
2
t        και  

           x t    . 

Οπότε: 

2 2

2

1 1 14 4 8 8 12 2 2( ) 4
2 2 2 2 4

t t t t ttE t t t

    
       ,    με  0,8t . 

 

δ)   

2

2

2

( ) 9,75
14 9,75
4

16 39
16 39 0
3 13

E t

t t

t t
t t
t ή t

 

  

  

   
 
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ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία 1 4
2

y x  τέμνει τον y’y άξονα στο σημείο Δ(0, 4) και τον x’x άξονα στο σημείο 

Ε(8, 0), αφού 

για x = 0, έχουμε: 1 0 4 4
2

y y     και 

για y = 0,  έχουμε: 10 4 8
2
x x    . 

β) Το   είναι σημείο του   ευθύγραμμου τμήματος, άρα έχει τετμημένη που παίρνει 

τιμές μεταξύ των τιμών που έχουν οι τετμημένες των σημείων Δ(0, 4) και Ε(8, 0). Δηλαδή: 

                                                                          0 ≤ t ≤ 8. 

Οι συντεταγμένες του σημείου   ικανοποιούν την εξίσωση 1 4
2

y x  , οπότε: 

1 14 4
2 2

y t y t      . 

γ) Το εμβαδόν του τραπεζίου δίνεται από τη σχέση: 

( )
2

  
    , 

όπου: 4y   ,  

            14
2
t        και  

           x t    . 

Οπότε: 

2 2

2

1 1 14 4 8 8 12 2 2( ) 4
2 2 2 2 4

t t t t ttE t t t

    
       ,    με  0,8t . 

 

δ)   

2

2

2

( ) 9,75
14 9,75
4

16 39
16 39 0
3 13

E t

t t

t t
t t
t ή t

 

  

  

   
 

 

και επειδή  0,8t , δεκτή είναι η λύση 3t   . Συνεπώς το σημείο Γ έχει συνετεταγμένες: 

3
1 1 54 4 3 2,5
2 2 2

x t

y t





 

      
 

 279  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

α. Ως αρχή της μέτρησης έχουμε το σημείο Α (0,5). Οπότε για τη χρονική στιγμή t1=0 sec το 

σώμα βρίσκεται σε ύψος 5 μέτρα.  

β. Το μέγιστο ύψος στο οποίο φτάνει το σώμα αντιστοιχεί στο σημείο Β (2,9). Οπότε για τη 

χρονική στιγμή t2=2 sec το σώμα βρίσκεται στο μέγιστο ύψος 9 μέτρα. 

γ. Αν φέρουμε την ευθεία y=8 που αντιστοιχεί σε ύψος 8 μέτρων θα δούμε ότι τέμνει το 

διάγραμμα σε δύο σημεία. Αυτά είναι το Γ(1,8) και Δ(3,8). Οπότε το σώμα βρίσκεται σε ύψος 

8 μέτρα τις χρονικές στιγμές t3=1 sec και t4=3 sec.  

δ. Το έδαφος αντιστοιχεί στον άξονα x’x (ύψος=0 μέτρα). Παρατηρούμε ότι το διάγραμμα 

έχει μόνο ένα κοινό σημείο με τον άξονα x’x, το Ε που αντιστοιχεί και στο τέλος της μέτρησης. 

Οπότε το σώμα συναντά στο έδαφος τη χρονική στιγμή t5=5 sec. 

α. Ως αρχή της μέτρησης έχουμε το σημείο Α (0,5). Οπότε για τη χρονική στιγμή t1=0 sec το 

σώμα βρίσκεται σε ύψος 5 μέτρα.  

β. Το μέγιστο ύψος στο οποίο φτάνει το σώμα αντιστοιχεί στο σημείο Β (2,9). Οπότε για τη 

χρονική στιγμή t2=2 sec το σώμα βρίσκεται στο μέγιστο ύψος 9 μέτρα. 

γ. Αν φέρουμε την ευθεία y=8 που αντιστοιχεί σε ύψος 8 μέτρων θα δούμε ότι τέμνει το 

διάγραμμα σε δύο σημεία. Αυτά είναι το Γ(1,8) και Δ(3,8). Οπότε το σώμα βρίσκεται σε ύψος 

8 μέτρα τις χρονικές στιγμές t3=1 sec και t4=3 sec.  

δ. Το έδαφος αντιστοιχεί στον άξονα x’x (ύψος=0 μέτρα). Παρατηρούμε ότι το διάγραμμα 

έχει μόνο ένα κοινό σημείο με τον άξονα x’x, το Ε που αντιστοιχεί και στο τέλος της μέτρησης. 

Οπότε το σώμα συναντά στο έδαφος τη χρονική στιγμή t5=5 sec. 
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α. Ως αρχή της μέτρησης έχουμε το σημείο Α (0,5). Οπότε για τη χρονική στιγμή t1=0 sec το 

σώμα βρίσκεται σε ύψος 5 μέτρα.  

β. Το μέγιστο ύψος στο οποίο φτάνει το σώμα αντιστοιχεί στο σημείο Β (2,9). Οπότε για τη 

χρονική στιγμή t2=2 sec το σώμα βρίσκεται στο μέγιστο ύψος 9 μέτρα. 

γ. Αν φέρουμε την ευθεία y=8 που αντιστοιχεί σε ύψος 8 μέτρων θα δούμε ότι τέμνει το 

διάγραμμα σε δύο σημεία. Αυτά είναι το Γ(1,8) και Δ(3,8). Οπότε το σώμα βρίσκεται σε ύψος 

8 μέτρα τις χρονικές στιγμές t3=1 sec και t4=3 sec.  

δ. Το έδαφος αντιστοιχεί στον άξονα x’x (ύψος=0 μέτρα). Παρατηρούμε ότι το διάγραμμα 

έχει μόνο ένα κοινό σημείο με τον άξονα x’x, το Ε που αντιστοιχεί και στο τέλος της μέτρησης. 

Οπότε το σώμα συναντά στο έδαφος τη χρονική στιγμή t5=5 sec. 

280  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
                                                                                              
ΛΥΣΗ 

α) Αφού η ευθεία 𝑦𝑦 = 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛽𝛽  σχηματίζει με τον άξονα x΄x γωνία 45ο ο συντελεστής 

διεύθυνσης της ευθείας α θα ισούται με α=εφ45ο. Άρα α=1, οπότε η ευθεία  παίρνει τη μορφή 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝛽𝛽.  

Αφού η ευθεία διέρχεται από το σημείο Α(0,3) θα ισχύει  3 = 0 + 𝛽𝛽⟺ β=3. 

Άρα η ευθεία είναι η 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 3. 

β) Αφού οι ευθείες 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 3 και 𝑦𝑦 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 𝜅𝜅 είναι παράλληλες θα έχουν ίσους συντελεστές 

διεύθυνσης, άρα λ=1. Οπότε η ευθεία παίρνει τη μορφή 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝜅𝜅. 

Αφού η ευθεία διέρχεται από το σημείο Β(2,0) θα ισχύει 0 = 2 + 𝜅𝜅⟺ κ=-2. 

Άρα η ζητούμενη ευθεία είναι η 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 2. 

 281  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

                                                                                              
ΛΥΣΗ 

α) Για να είναι οι αριθμοί 𝜅𝜅𝜆𝜆 , 𝜅𝜅, 𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆 διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου θα πρέπει το 

γινόμενο πρώτου επί τον τρίτο να ισούται με το τετράγωνο του δευτέρου. 

Πράγματι   𝜅𝜅𝜆𝜆   ∙ (𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆) = 𝜅𝜅∙𝜅𝜅∙𝜆𝜆
𝜆𝜆 = 𝜅𝜅2.  

Άρα ισχύει. 

β) Οι αριθμοί 𝜅𝜅𝜆𝜆 , 𝜅𝜅, 𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆 έχουν άθροισμα: 

 𝜅𝜅𝜆𝜆 + 𝜅𝜅 + 𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆 = 𝜅𝜅+𝜅𝜅𝜅𝜅+𝜅𝜅𝜆𝜆2

𝜆𝜆 = 𝜅𝜅∙(1+𝜆𝜆+𝜆𝜆2)
𝜆𝜆 =𝜅𝜅

𝜆𝜆 ∙ (1 + 𝜆𝜆 + 𝜆𝜆2) 

Προφανώς 𝜅𝜅𝜆𝜆 ≠ 0. 

Οπότε για να έχουν άθροισμα διάφορο του μηδενός αρκεί 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 + 1 ≠ 0 . 

Πράγματι το τριώνυμο 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 + 1 έχει διακρίνουσα: 

𝛥𝛥 = 12 − 4 ∙ 1 ∙ 1 = 1 − 4 = −3 < 0. 

Άρα  𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 + 1 ≠ 0 για κάθε πραγματικό αριθμό λ. 

γ) Για την εξίσωση δευτέρου βαθμού  𝑥𝑥2 + 10𝑥𝑥 + 16 = 0 το γινόμενο των ριζών ισούται με 

𝛲𝛲 = 𝛾𝛾
𝛼𝛼 = 16

1 = 16. 

Όμως από το (α) έχουμε 𝜅𝜅𝜆𝜆   ∙ (𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆) = 𝜅𝜅2. 

Οπότε 𝜅𝜅2 = 16 ⟺  |𝜅𝜅| = 4 ⟺ 𝜅𝜅 = 4  αφού κ>0. 

Για την εξίσωση δευτέρου βαθμού  𝑥𝑥2 + 10𝑥𝑥 + 16 = 0 το άθροισμα των ριζών ισούται με 

𝑆𝑆 = −𝛽𝛽
𝛼𝛼 = −10

1 = −10. 

Οπότε έχουμε: 

4
𝜆𝜆  + 4𝜆𝜆 = −10 ⟺ 4 + 4𝜆𝜆2 = −10𝜆𝜆 ⟺ 4 + 4𝜆𝜆2 + 10𝜆𝜆 = 0 ⟺ 2𝜆𝜆2 + 5𝜆𝜆 + 2 = 0. 

Η διακρίνουσα Δ είναι 𝛥𝛥 = 52 − 4 ∙ 2 ∙ 2 = 25 − 16 = 9 > 0, οπότε έχουμε δύο ρίζες 

𝜆𝜆1,2 = −𝛽𝛽±√𝛥𝛥
2∙𝛼𝛼 ⟺ 
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α) Για να είναι οι αριθμοί 𝜅𝜅𝜆𝜆 , 𝜅𝜅, 𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆 διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου θα πρέπει το 

γινόμενο πρώτου επί τον τρίτο να ισούται με το τετράγωνο του δευτέρου. 

Πράγματι   𝜅𝜅𝜆𝜆   ∙ (𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆) = 𝜅𝜅∙𝜅𝜅∙𝜆𝜆
𝜆𝜆 = 𝜅𝜅2.  

Άρα ισχύει. 

β) Οι αριθμοί 𝜅𝜅𝜆𝜆 , 𝜅𝜅, 𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆 έχουν άθροισμα: 

 𝜅𝜅𝜆𝜆 + 𝜅𝜅 + 𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆 = 𝜅𝜅+𝜅𝜅𝜅𝜅+𝜅𝜅𝜆𝜆2

𝜆𝜆 = 𝜅𝜅∙(1+𝜆𝜆+𝜆𝜆2)
𝜆𝜆 =𝜅𝜅

𝜆𝜆 ∙ (1 + 𝜆𝜆 + 𝜆𝜆2) 

Προφανώς 𝜅𝜅𝜆𝜆 ≠ 0. 

Οπότε για να έχουν άθροισμα διάφορο του μηδενός αρκεί 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 + 1 ≠ 0 . 

Πράγματι το τριώνυμο 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 + 1 έχει διακρίνουσα: 

𝛥𝛥 = 12 − 4 ∙ 1 ∙ 1 = 1 − 4 = −3 < 0. 

Άρα  𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 + 1 ≠ 0 για κάθε πραγματικό αριθμό λ. 

γ) Για την εξίσωση δευτέρου βαθμού  𝑥𝑥2 + 10𝑥𝑥 + 16 = 0 το γινόμενο των ριζών ισούται με 

𝛲𝛲 = 𝛾𝛾
𝛼𝛼 = 16

1 = 16. 

Όμως από το (α) έχουμε 𝜅𝜅𝜆𝜆   ∙ (𝜅𝜅 ∙ 𝜆𝜆) = 𝜅𝜅2. 

Οπότε 𝜅𝜅2 = 16 ⟺  |𝜅𝜅| = 4 ⟺ 𝜅𝜅 = 4  αφού κ>0. 

Για την εξίσωση δευτέρου βαθμού  𝑥𝑥2 + 10𝑥𝑥 + 16 = 0 το άθροισμα των ριζών ισούται με 

𝑆𝑆 = −𝛽𝛽
𝛼𝛼 = −10

1 = −10. 

Οπότε έχουμε: 

4
𝜆𝜆  + 4𝜆𝜆 = −10 ⟺ 4 + 4𝜆𝜆2 = −10𝜆𝜆 ⟺ 4 + 4𝜆𝜆2 + 10𝜆𝜆 = 0 ⟺ 2𝜆𝜆2 + 5𝜆𝜆 + 2 = 0. 

Η διακρίνουσα Δ είναι 𝛥𝛥 = 52 − 4 ∙ 2 ∙ 2 = 25 − 16 = 9 > 0, οπότε έχουμε δύο ρίζες 

𝜆𝜆1,2 = −𝛽𝛽±√𝛥𝛥
2∙𝛼𝛼 ⟺ 

𝜆𝜆1,2 = −5±√9
2∙2 ⟺ 

𝜆𝜆1,2 = −5±3
4 ⟺ 

𝜆𝜆1,2 = {
−5−3

4
−5+3

4

⟺ 

𝜆𝜆1,2 = {
−2  
− 1

2 δεκτές. 

Επομένως για λ=-2 οι αριθμοί είναι −2, 4, −8, ενώ για λ=− 1
2 οι αριθμοί είναι −8, 4, −2 
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Λύση  

α) Για να αποτελούν οι 𝛼𝛼�, 𝛼𝛼�, 𝛼𝛼�, . ..  διαδοχικούς  όρους αριθμητικής προόδου θα έπρεπε 

να έχουν την ιδιότητα  𝑎𝑎� =
�����

�
. 

Δηλαδή ισοδύναμα  2√2 = ���
�

⇔ √2 = �
�
, το οποίο δεν ισχύει, διότι ο √2 δεν είναι ρητός, 

ενώ ο �
�
 είναι ρητός. 

 

β) Για την πρόοδο (𝛼𝛼�) ισχύει ότι ��
��
= �√�

�
= √2 και  ��

��
= �

�√�
= �

√�
= �√�

�
= √2, οπότε 

αποτελεί γεωμετρική πρόοδο με λόγο 𝜆𝜆 = √2. 

Εφόσον η (𝛼𝛼�) αποτελεί γεωμετρική πρόοδο, ο ν-οστός της όρος θα έχει τη μορφή 

𝛼𝛼� = 𝛼𝛼� ⋅ 𝜆𝜆���, όπου 𝛼𝛼�, 𝜆𝜆, ο πρώτος όρος και ο λόγος της προόδου αντίστοιχα.  

Επειδή 𝛼𝛼� = 2, 𝜆𝜆 = √2  ο ν-οστός όρος είναι:  𝛼𝛼� = 2 ⋅ �√2�
���

. 

283  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________

    

Λύση  

α)  Ισχύει ότι 𝛼𝛼ν+�=α� + 2, άρα είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά ω=2. 

Σε μία αριθμητική πρόοδο ισχύει ότι: 

𝛼𝛼�=α� + (𝜈𝜈 − 1)𝜔𝜔, άρα 

𝑎𝑎10=a� + 9𝜔𝜔, οπότε 

𝑎𝑎�= α10 − 9ω = 50 − 9 ⋅ 2 = 32. 

 

Συνεπώς ισχύει ότι α1 = 32  και ω=2.  

 

β) Σε μία αριθμητική πρόοδο το άθροισμα των ν πρώτων όρων της είναι ίσο με:  

𝑆𝑆� =
𝜈𝜈
2

(2𝛼𝛼� + (𝜈𝜈 − 1)𝜔𝜔). 

Επομένως για  ν = 40 έχουμε: 

𝑆𝑆40 =
40
2

(2 ⋅ 32 + 39 ⋅ 2) = 20(64 + 78) = 20 ⋅ 142 = 2.840. 

Συνεπώς, το σύνολο των καθισμάτων της κερκίδας είναι 2.840. 

 

γ) Η 1η σειρά καθισμάτων έχει 32 καθίσματα, η 2η 34 και η 3η 36. Αν οι θεατές μπορούν να καθί-

σουν μόνο στις περιττές σειρές καθισμάτων, τότε δημιουργείται μία αριθμητική πρόοδος με 

𝛽𝛽�=α�,  β�=α�,... με πρώτο όρο 𝛽𝛽� = 32 και διαφορά δ=4. 

Το πλήθος των όρων αυτής της αριθμητικής προόδου που πρέπει να καταμετρηθεί είναι οι 20 

πρώτοι όροι, καθώς σε 40 σειρές καθισμάτων οι μισές θα είναι περιττές.  

Οπότε το πλήθος των θεατών που μπορούν να καθίσουν στην κερκίδα είναι:  

𝑆𝑆20 =
20
2

(2 ⋅ 32 + 19 ⋅ 4) = 10(64 + 76) = 10 ⋅ 140 = 1.400. 
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Λύση  

α)  Ισχύει ότι 𝛼𝛼ν+�=α� + 2, άρα είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά ω=2. 

Σε μία αριθμητική πρόοδο ισχύει ότι: 

𝛼𝛼�=α� + (𝜈𝜈 − 1)𝜔𝜔, άρα 

𝑎𝑎10=a� + 9𝜔𝜔, οπότε 

𝑎𝑎�= α10 − 9ω = 50 − 9 ⋅ 2 = 32. 

 

Συνεπώς ισχύει ότι α1 = 32  και ω=2.  

 

β) Σε μία αριθμητική πρόοδο το άθροισμα των ν πρώτων όρων της είναι ίσο με:  

𝑆𝑆� =
𝜈𝜈
2

(2𝛼𝛼� + (𝜈𝜈 − 1)𝜔𝜔). 

Επομένως για  ν = 40 έχουμε: 

𝑆𝑆40 =
40
2

(2 ⋅ 32 + 39 ⋅ 2) = 20(64 + 78) = 20 ⋅ 142 = 2.840. 

Συνεπώς, το σύνολο των καθισμάτων της κερκίδας είναι 2.840. 

 

γ) Η 1η σειρά καθισμάτων έχει 32 καθίσματα, η 2η 34 και η 3η 36. Αν οι θεατές μπορούν να καθί-

σουν μόνο στις περιττές σειρές καθισμάτων, τότε δημιουργείται μία αριθμητική πρόοδος με 

𝛽𝛽�=α�,  β�=α�,... με πρώτο όρο 𝛽𝛽� = 32 και διαφορά δ=4. 

Το πλήθος των όρων αυτής της αριθμητικής προόδου που πρέπει να καταμετρηθεί είναι οι 20 

πρώτοι όροι, καθώς σε 40 σειρές καθισμάτων οι μισές θα είναι περιττές.  

Οπότε το πλήθος των θεατών που μπορούν να καθίσουν στην κερκίδα είναι:  

𝑆𝑆20 =
20
2

(2 ⋅ 32 + 19 ⋅ 4) = 10(64 + 76) = 10 ⋅ 140 = 1.400. 

 284  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________Λύση 

α) Η συνάρτηση ορίζεται για τους πραγματικούς αριθμούς x, για τους οποίους ισχύει:  

x − 2 ≥ 0. 

Επομένως το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 𝐴𝐴 = [2, +∞). 

β)    Από τους  αριθμούς : −1,
√�
�

,6 , ισχύει ότι 6∈A,  οπότε είναι δυνατό να 

υπολογιστεί η τιμή της συνάρτησης  

𝑓𝑓(6) = √6 − 2 = √4 = 2 . 

Όμως,  -1 < 2, άρα −1 δεν ανήκει στο Α. 

Ακόμα √�
�

< 2 , διότι ισοδύναμα √2 < 4 . 

Συνεπώς για τους αριθμούς -1 και √�
�

  η συνάρτηση 𝑓𝑓 δεν ορίζεται. 

285  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η εξίσωση έχει συντελεστές   α 1, β 1, γ 6 , και  διακρίνουσα        2Δ ( 1) 4 ( 6) 25 0  

οπότε έχει άνισες ρίζες που είναι οι αριθμοί   

         


1

1,2

2

6x 3
1 5 2x

42 x 2
2

 

β) Οι αριθμοί   κ 2, κ, 2κ 3, κ  με κ 0 είναι  διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, μόνο 

όταν κανένας από αυτούς δεν είναι 0 και ισχύει: 

           2 2 2 2κ (2κ 3)(κ 2) κ 2κ 4κ 6 3κ κ κ 6 0  

     κ 3 ή κ 2(από το ερώτημα (α) 

Η τιμή κ 2  απορρίπτεται αφού πρέπει κ  0, ενώ η τιμή κ 3 είναι δεκτή.  Άρα κ 3 . 
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ΛΥΣΗ 

α) Η εξίσωση έχει συντελεστές   α 1, β 1, γ 6 , και  διακρίνουσα        2Δ ( 1) 4 ( 6) 25 0  

οπότε έχει άνισες ρίζες που είναι οι αριθμοί   

         


1

1,2

2

6x 3
1 5 2x

42 x 2
2

 

β) Οι αριθμοί   κ 2, κ, 2κ 3, κ  με κ 0 είναι  διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, μόνο 

όταν κανένας από αυτούς δεν είναι 0 και ισχύει: 

           2 2 2 2κ (2κ 3)(κ 2) κ 2κ 4κ 6 3κ κ κ 6 0  

     κ 3 ή κ 2(από το ερώτημα (α) 

Η τιμή κ 2  απορρίπτεται αφού πρέπει κ  0, ενώ η τιμή κ 3 είναι δεκτή.  Άρα κ 3 . 

286  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Είναι: 

                      
2 2

f 3 f 3 3 1 3 1 3 1 2 3 3 1 2 3 4 4 8  

β) Ένα σημείο Μ(x, f(x)) της γραφικής παράστασης της f , βρίσκεται κάτω από την ευθεία y 4  

μόνο όταν ισχύει f(x) 4 .  

Είναι: 

                   2 2f(x) 4 (x 1) 4 (x 1) 4 |x 1| 2 2 x 1 2 1 x 3 x ( 1, 3)  

Οι ακέραιοι που περιέχονται στο διάστημα ( 1, 3)  είναι οι: 0, 1, 2  και επειδή 

  f(0) 1, f(1) 0, f(2) 1 , τα ζητούμενα σημεία είναι τα A(0, 1), B(1, 0), Γ(2, 1) . 

γ) Αν α f β( ) ( ) , τότε: 

  2 2(α 1) (β 1) , οπότε  

   2 2(α 1) (β 1) 0  

απ’ όπου προκύπτει ότι: 

      (α 1 β 1)(α 1 β 1) 0 , δηλαδή  

   (α β 2)(α β) 0  

Η τελευταία ισότητα, με α β  δίνει: 

  α β 2 0, οπότε  α β 2  

που είναι το ζητούμενο.  
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ΘΕΜΑ 4 

ΛΥΣΗ 

α) Για το εμβαδόν (ΑΔΕ) ισχύει: (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢) = (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢) − (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢) − (𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤)= 

𝛢𝛢𝛢𝛢 + 𝛤𝛤𝛤𝛤
2 ∙ 𝛢𝛢𝛢𝛢 − 𝛢𝛢𝛢𝛢 ∙ 𝛦𝛦𝛦𝛦

2 − 𝛥𝛥𝛥𝛥 ∙ 𝛦𝛦𝛦𝛦
2 = 2 + 6

2 ∙ 4 − 2(4 − 𝑥𝑥)
2 − 6𝑥𝑥

2 = 16 − (4 − 𝑥𝑥) − 3𝑥𝑥

= 16 − 4 + 𝑥𝑥 − 3𝑥𝑥 

Ώστε 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2𝑥𝑥 + 12. 

Για την μεταβλητή x, πρέπει 𝑥𝑥 ∈ [0,4], αφού απαιτούμε τα μήκη ΕΗ και ΕΖ να είναι μη 

αρνητικοί αριθμοί, άρα πρέπει 𝑥𝑥 ≥ 0 και 4 − 𝑥𝑥 ≥ 0, άρα 𝑥𝑥 ≤ 4. 
β) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 12 με 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, γνωρίζουμε ότι είναι μια 

ευθεία, οπότε εδώ, η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) θα είναι ένα ευθύγραμμο 

τμήμα, με άκρα τα σημεία 𝛢𝛢(0,12) και 𝛣𝛣(4,4), αφού 𝑓𝑓(0) = −2 ∙ 0 + 12 = 12 και 

𝑓𝑓(4) = −2 ∙ 4 + 12 = −8 + 12 = 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

γ) 𝛴𝛴 = 𝑓𝑓 ( 1
16) + 𝑓𝑓 ( 2

16) + 𝑓𝑓 ( 3
16) + 𝑓𝑓 ( 4

16)…+ 𝑓𝑓 (6416) = 

(−2 ∙ 116 + 12) + (−2 ∙ 216 + 12)+. . . +(−2 ∙ 6416 + 12) 

𝛴𝛴 = − 2
16 (1 + 2 + 3+. . . . +64) + 12 ∙ 64 = − 1

8 ∙
64(64+1)

2 + 12 ∙ 64. Τελικά: 

𝛴𝛴 = −4 ∙ 65 + 12 ∙ 64 = (−4 + 12) ∙ 65 − 12 = 8 ∙ 65 − 12 = 520 − 12 = 508. 
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ΘΕΜΑ 4 

ΛΥΣΗ 

α) Για το εμβαδόν (ΑΔΕ) ισχύει: (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢) = (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢) − (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢) − (𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤)= 

𝛢𝛢𝛢𝛢 + 𝛤𝛤𝛤𝛤
2 ∙ 𝛢𝛢𝛢𝛢 − 𝛢𝛢𝛢𝛢 ∙ 𝛦𝛦𝛦𝛦

2 − 𝛥𝛥𝛥𝛥 ∙ 𝛦𝛦𝛦𝛦
2 = 2 + 6

2 ∙ 4 − 2(4 − 𝑥𝑥)
2 − 6𝑥𝑥

2 = 16 − (4 − 𝑥𝑥) − 3𝑥𝑥

= 16 − 4 + 𝑥𝑥 − 3𝑥𝑥 

Ώστε 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2𝑥𝑥 + 12. 

Για την μεταβλητή x, πρέπει 𝑥𝑥 ∈ [0,4], αφού απαιτούμε τα μήκη ΕΗ και ΕΖ να είναι μη 

αρνητικοί αριθμοί, άρα πρέπει 𝑥𝑥 ≥ 0 και 4 − 𝑥𝑥 ≥ 0, άρα 𝑥𝑥 ≤ 4. 
β) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 12 με 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, γνωρίζουμε ότι είναι μια 

ευθεία, οπότε εδώ, η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) θα είναι ένα ευθύγραμμο 

τμήμα, με άκρα τα σημεία 𝛢𝛢(0,12) και 𝛣𝛣(4,4), αφού 𝑓𝑓(0) = −2 ∙ 0 + 12 = 12 και 

𝑓𝑓(4) = −2 ∙ 4 + 12 = −8 + 12 = 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

γ) 𝛴𝛴 = 𝑓𝑓 ( 1
16) + 𝑓𝑓 ( 2

16) + 𝑓𝑓 ( 3
16) + 𝑓𝑓 ( 4

16)…+ 𝑓𝑓 (6416) = 

(−2 ∙ 116 + 12) + (−2 ∙ 216 + 12)+. . . +(−2 ∙ 6416 + 12) 

𝛴𝛴 = − 2
16 (1 + 2 + 3+. . . . +64) + 12 ∙ 64 = − 1

8 ∙
64(64+1)

2 + 12 ∙ 64. Τελικά: 

𝛴𝛴 = −4 ∙ 65 + 12 ∙ 64 = (−4 + 12) ∙ 65 − 12 = 8 ∙ 65 − 12 = 520 − 12 = 508. 

Χρησιμοποιήσαμε την ισότητα 1 + 2 + 3+. . . +𝜈𝜈 = 𝜈𝜈(𝜈𝜈+1)
2  αφού πρόκειται για άθροισμα ν 

διαδοχικών όρων μιας αριθμητικής προόδου (𝛼𝛼𝜈𝜈) με 𝛼𝛼1 = 1 , 𝜔𝜔 = 1, 𝛼𝛼𝜈𝜈 = 𝜈𝜈, οπότε από τον 

γνωστό τύπο 𝑆𝑆𝑣𝑣 = 𝑣𝑣
2

(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼𝑣𝑣) παίρνουμε 𝑆𝑆𝑣𝑣 = 𝑣𝑣
2

(1 + 𝜈𝜈) = 𝜈𝜈(𝜈𝜈+1)
2 . 
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α) 

i) Ισχύει ε//δ τότε οι δύο ευθείες θα έχουν την ίδια κλίση.   

Η κλίση της ευθείας δ είναι -3.  Άρα α=-3, δηλαδή η κλίση της ευθείας ε είναι -3. 

ii) Η γωνία που σχηματίζει η ευθεία ε  με τον x΄x είναι αμβλεία διότι η κλίση της 

ε είναι              α=-3<0. 

β)  Η ευθεία ε έχει εξίσωση y=-3x+5 

Η ευθεία τέμνει τον άξονα  x΄x  σε σημείο με τεταγμένη y=0.  

Για  y=0 έχουμε:           -3x+5=0 <=>x = 35.  

Άρα το σημείο τομής της ευθείας  με τον άξονα x΄x είναι το ( 35,0) 

Η ευθεία τέμνει τον άξονα y΄y σε σημείο με τετμημένη  x=0. Για x=0 έχουμε: y=5. 

Άρα  το σημείο τομής της ευθείας   με τον άξονα y΄y είναι το (0,5)     
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α)  i) Για  λ=-2  η εξίσωση γίνεται −3x + 6 = 0 ⇔ −3x = −6 ⇔ x = 2. 

Άρα η λύση της εξίσωσης είναι x=2. 

ii) Για x=1  η εξίσωση  γίνεται 

(λ − 1)1 − 2λ + 2 = 0 ⇔ λ − 1 − 2λ + 2 = 0 ⇔ −𝜆𝜆 + 1 = 0 ⇔ λ = 1. 

β) Για να έχουμε ταυτότητα η εξίσωση θα είναι της μορφής 0x=0 , δηλαδή λ-1=0  και 2λ-2=0, 
επομένως  η δύο εξισώσεις συναληθεύουν για λ=1. 
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α) Η αντιςτοίχιςθ του Σχιματοσ 1 δεν παριςτάνει ςυνάρτθςθ από το Α ςτο Β διότι το 5 του 

ςυνόλου Α δεν αντιςτοιχίηεται ςε κάποιο ςτοιχείο του Β. 

Η αντιςτοίχιςθ του Σχιματοσ 2 δεν παριςτάνει ςυνάρτθςθ από το Α ςτο Β διότι το 3 του 

ςυνόλου Α αντιςτοιχίηεται ςε δφο ςτοιχεία του ςυνόλου Β. 

Η αντιςτοίχιςθ του Σχιματοσ 3 παριςτάνει ςυνάρτθςθ από το Α ςτο Β διότι κάκε ςτοιχείο 

του ςυνόλου Α αντιςτοιχίηεται ςε ζνα ακριβώσ ςτοιχείο του ςυνόλου Β. 

β)  

i. Το πεδίο οριςμοφ είναι το  1,2,3,4,5 .  

ii. Το ςφνολο τιμών είναι το  ( ) 1,2,3 .f    
iii. Είναι (1) (2) 2 .f f   
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α) 3 5 5 3 5 2 8 ( 2,8)x x x x            . 

β) Οι ακζραιεσ τιμζσ του x  για τισ οποίεσ ιςχφει 3 5x    είναι οι ακζραιοι αριθμοί που 

ανήκουν ςτο διάςτημα (-2, 8), δηλαδή οι : -1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4, 5, 6, 7. 

γ) Είναι  1,0,1,2,3,4,5,6,7   και   3, 2, 1,0,3,4     οπότε:  

 3, 2, 1,0,1,2,3,4,5,6,7    και  1,0,3,4  . 
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α)  10,5    και  ( ) 3,5f     .   

β) f(-2) = 5 , f(0)= 3 , f(3) = 0 .  

γ) ( ) 0 7 3f x x ή x      (οι τετμημζνεσ των ςημείων τομήσ τησ γραφικήσ 

παράςταςησ τησ  f με τον x΄x).  

δ) ( ) 0 [ 10, 7) (3,5)f x x       (οι τετμημζνεσ των ςημείων τησ γραφικήσ παράςταςησ 

τησ f που είναι κάτω από τον x΄x).  
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α)  

i. Επειδή η ευθεία 𝜀𝜀: 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐 είναι παράλληλη με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥, από το σχήμα προκύπτει 

ότι για να έχει κοινά σημεία με την γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 πρέπει 𝑐𝑐 ≥ 1. 

ii. Για να έχει κοινά σημεία η ευθεία 𝜀𝜀: 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐 με τη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓, πρέπει η 

εξίσωση |𝑥𝑥 − 2| + 1 = 𝑐𝑐 ⇔ |𝑥𝑥 − 2| = 𝑐𝑐 − 1 να έχει λύση. Επειδή είναι |𝑥𝑥 − 2| ≥ 0, 

αρκεί 𝑐𝑐 − 1 ≥ 0 ⇔ 𝑐𝑐 ≥ 1  . 
β) Για 𝑐𝑐 ≥ 1 η |𝑥𝑥 − 2| = 𝑐𝑐 − 1 έχει λύσεις τις: 

𝑥𝑥 − 2 = 𝑐𝑐 − 1 ⇔ 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 + 1 ή 𝑥𝑥 − 2 = −(𝑐𝑐 − 1) ⇔ 𝑥𝑥 = 3 − 𝑐𝑐.  

Άρα τα κοινά σημεία είναι τα 𝛢𝛢(3 − 𝑐𝑐, 𝑐𝑐) και 𝛣𝛣(𝑐𝑐 + 1, 𝑐𝑐). 

γ)  

i. Επειδή τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 έχουν την ίδια τεταγμένη, για να είναι (𝛢𝛢𝛢𝛢) ≤ 2 πρέπει το 

μήκος του οριζόντιου τμήματος ανάμεσα στις δύο ημιευθείες της γραφικής 

παράστασης της 𝑓𝑓 να είναι μικρότερο ή ίσο του 2. Από το σχήμα προκύπτει ότι αυτό 

ισχύει για τα σημεία με τεταγμένη από 1 έως και 2. Άρα 1 ≤ 𝑐𝑐 ≤ 2. 

ii. Επειδή τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 έχουν την ίδια τεταγμένη, το μήκος (𝛢𝛢𝛢𝛢) είναι  

(𝛢𝛢𝛢𝛢) = |𝑐𝑐 + 1 − (3 − 𝑐𝑐)| = |2𝑐𝑐 − 2|. Άρα: 

(𝛢𝛢𝛢𝛢) ≤ 2 ⇔ |2𝑐𝑐 − 2| ≤ 2 ⇔ −2 ≤ 2𝑐𝑐 − 2 ≤ 2,  

η οποία γίνεται: 

 −1 ≤ 𝑐𝑐 − 1 ≤ 1 ⇔ 0 ≤ 𝑐𝑐 ≤ 2.  

Αλλά από το ερώτημα α) πρέπει 𝑐𝑐 ≥ 1. Άρα τελικά 1 ≤ 𝑐𝑐 ≤ 2. 
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α) Για 0 =  η εξίσωση γίνεται: 

(|0 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 0 + 2 ⇔ (1 − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 2 ⇔ −2𝑥𝑥 = 2 ⇔ 𝑥𝑥 = −1. 

Για 5 =  η εξίσωση γίνεται: 

(|5 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 5 + 2 ⇔ (4 − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 7 ⇔ 𝑥𝑥 = 7. 

β) 

i. Είναι |𝛼𝛼 − 1| = 3 ⇔ {𝛼𝛼 − 1 = 3 ή 𝛼𝛼 − 1 = −3} ⇔ {𝛼𝛼 = 4 ή 𝛼𝛼 = −2}.               

ii. Για 4 =  η εξίσωση γίνεται: 

(|4 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 4 + 2 ⇔ 0 ⋅ 𝑥𝑥 = 6 , 

που είναι αδύνατη. 

Για 2 =−  η εξίσωση γίνεται: 

(|−2 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = −2 + 2 ⇔ 0 ⋅ 𝑥𝑥 = 0, 

 που είναι ταυτότητα. 
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α) Για 0 =  η εξίσωση γίνεται: 

(|0 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 0 + 2 ⇔ (1 − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 2 ⇔ −2𝑥𝑥 = 2 ⇔ 𝑥𝑥 = −1. 

Για 5 =  η εξίσωση γίνεται: 

(|5 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 5 + 2 ⇔ (4 − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 7 ⇔ 𝑥𝑥 = 7. 

β) 

i. Είναι |𝛼𝛼 − 1| = 3 ⇔ {𝛼𝛼 − 1 = 3 ή 𝛼𝛼 − 1 = −3} ⇔ {𝛼𝛼 = 4 ή 𝛼𝛼 = −2}.               

ii. Για 4 =  η εξίσωση γίνεται: 

(|4 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = 4 + 2 ⇔ 0 ⋅ 𝑥𝑥 = 6 , 

που είναι αδύνατη. 

Για 2 =−  η εξίσωση γίνεται: 

(|−2 − 1| − 3) ⋅ 𝑥𝑥 = −2 + 2 ⇔ 0 ⋅ 𝑥𝑥 = 0, 

 που είναι ταυτότητα. 
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α) Το τριώνυμο έχει 𝛥𝛥 = 4𝜅𝜅2 + 8 > 0 , άρα η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές και άνισες για 

κάθε 𝜅𝜅 𝜖𝜖 ℝ.  

β) Τα σημεία τομής έχουν τετμημένες τις λύσεις της εξίσωσης  

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⇔ 𝑥𝑥2 − 2|𝜅𝜅|𝑥𝑥 − 2 = 2𝑥𝑥 − 𝜅𝜅2 ⇔ 𝑥𝑥2 − 2(|𝜅𝜅| + 1)𝑥𝑥 + 𝜅𝜅2 − 2 = 0  

Βρίσκουμε 𝛥𝛥 = 4(|𝜅𝜅| + 1)2 − 4(𝜅𝜅2 − 2) = 4(2|𝜅𝜅| + 3) > 0   για κάθε  𝜅𝜅 𝜖𝜖 ℝ.  Άρα η εξίσωση 

έχει δύο ρίζες άνισες και επομένως η ευθεία (ε) τέμνει τη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 σε δύο 

σημεία για κάθε τιμή της παραμέτρου 𝜅𝜅.  
γ) Για κ = -3,  

  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 − 2 και 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 9 

Λύνουμε την εξίσωση  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ⇔ 𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 + 7 = 0 

𝛥𝛥 = (−8)2 − 4.7 = 64 − 28 = 36 ,               𝑥𝑥1,2 = 8±6
2      

Άρα  𝑥𝑥1 = 1 και 𝑥𝑥2 = 7 

Τα σημεία τομής είναι  Α(1,-7) και Β(7, 5) 

δ) Είναι (ΑΒ) = √(1 − 7)2 + (−7 − 5)2 = √36 + 144 = √180 = 6√5 
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α)  Για να είναι  η  παράσταση 𝛢𝛢 = 0, πρέπει 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2 = 0 που ισχύει αν και  μόνο 

αν 𝛼𝛼 = 0 και 𝛽𝛽 = 0.           

β)Είναι:  𝛢𝛢 − 𝛣𝛣 = 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2 − 2𝛼𝛼𝛼𝛼 = (𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 ≥ 0, ισχύει σαν τετράγωνο αριθμού.  

γ)𝛢𝛢 − 𝛣𝛣 = 0⟺ (𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 = 0 ⟺ 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 = 0⟺ 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽. 
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α) Αφού η ευθεία ε1 διέρχεται από το σημείο Α(0,-6) ισχύει: −6 = 𝛼𝛼 ∙ 0 + 𝛽𝛽 ⟺ −6 = 𝛽𝛽. 

Τότε η ευθεία ε1 παίρνει τη μορφή 𝑦𝑦 = 𝛼𝛼𝛼𝛼 − 6. Επιπλέον αφού η ε1 διέρχεται και από το 

σημείο Β(-3,0) έχουμε 0 = 𝛼𝛼 ∙ (−3) − 6 ⟺ 3𝛼𝛼 = −6 ⟺ 𝛼𝛼 = −2 

Άρα η ευθεία ε1 έχει τύπο  𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 − 6. 

β) Αφού η ευθεία ε2 διέρχεται από την αρχή των αξόνων θα είναι της μορφής  𝑦𝑦 = 𝛼𝛼𝛼𝛼. 

Επιπλέον οι ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες άρα έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης 

οπότε η ευθεία ε2 έχει τύπο 𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥. 
γ) Η ευθεία ε1 διέρχεται από τα σημεία Α (0,-6) και Β(-3,0). Η ευθεία ε2 διέρχεται από το 

σημείο Ο (0, 0) και Γ(-1,2).  Επομένως οι γραφικές παραστάσεις των δύο ευθειών στο ίδιο 

ορθοκανονικό σύστημα αξόνων είναι: 
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α) Έχουμε:  

1
√𝛼𝛼−√𝛽𝛽 = 1(𝛼𝛼+√𝛽𝛽)

(√𝛼𝛼−√𝛽𝛽)(√𝛼𝛼+√𝛽𝛽) = √𝛼𝛼+√𝛽𝛽
√𝛼𝛼2−√𝛽𝛽

2 = √𝛼𝛼+√𝛽𝛽
𝛼𝛼−𝛽𝛽 = √𝛼𝛼+√𝛽𝛽

1 = √𝛼𝛼 + √𝛽𝛽. 

β)  

I. Έχουμε ότι 1
√𝛼𝛼−√𝛽𝛽 = √𝛼𝛼 + √𝛽𝛽. Ομοίως 1

√𝛼𝛼+√𝛽𝛽 = √𝛼𝛼 − √𝛽𝛽 

Οπότε η παράσταση 𝛢𝛢 = ( 1
√𝛼𝛼−√𝛽𝛽)2 + ( 1

√𝛼𝛼+√𝛽𝛽)2γίνεται: 

            𝛢𝛢 = (√𝛼𝛼 + √𝛽𝛽)2 + (√𝛼𝛼 − √𝛽𝛽)2 = √𝛼𝛼2 + 2√𝛼𝛼√𝛽𝛽 + √𝛽𝛽
2

+ √𝛼𝛼2 − 2√𝛼𝛼√𝛽𝛽 + √𝛽𝛽
2

= 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 2𝛼𝛼 + 2𝛽𝛽 

II. Έστω 𝛢𝛢 > 4√𝛼𝛼𝛼𝛼 δηλαδή 2𝛼𝛼 + 2𝛽𝛽 > 4√𝛼𝛼𝛼𝛼 επομένως 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 > 2√𝛼𝛼𝛼𝛼 ή αλλιώς 

√𝛼𝛼2 − 2√𝛼𝛼√𝛽𝛽 + √𝛽𝛽2 > 0 , που ισχύει αφού 𝛼𝛼 ≠ 𝛽𝛽 και √𝛼𝛼2 − 2√𝛼𝛼√𝛽𝛽 + √𝛽𝛽2 =

 (√𝛼𝛼 − √𝛽𝛽)2 > 0 

γ) Έχουμε 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 = 1επομένως 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 + 1. Αν αντικαταστήσουμε το α στη σχέση 𝛼𝛼 ∙ 𝛽𝛽 = 6 

θα έχουμε (𝛽𝛽 + 1) ∙ 𝛽𝛽 = 6 δηλαδή 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽 − 6 = 0. Έχουμε 𝛥𝛥 = 12 − 4 ∙ 1 ∙ (−6) = 1 +
24 = 25. Οπότε 

𝛽𝛽1,2 = −1±√25
2∙1 ⟺ 

𝛽𝛽1,2 = −1±5
2 ⟺ 

𝛽𝛽1,2 = {
−1−−5

2
−1+5

2

⟺ 

𝛽𝛽1,2 = {−3 𝛼𝛼πορρίπεται αφού β θετικός αριθμός 
2          δεκτή.   

Άρα θα έχουμε 𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 + 1 = 2 + 1 = 3. 
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α) Για να ορίζεται η συνάρτηση 𝑓𝑓 πρέπει και αρκεί να ισχύει: 3 − |𝑥𝑥| ≠ 0 

Επειδή ισχύει 

3 − |𝑥𝑥| = 0 ⟺ −|𝑥𝑥| = −3 ⟺ |𝑥𝑥| = 3 ⟺ 𝑥𝑥 = ±3 

για να ορίζεται η συνάρτηση 𝑓𝑓 πρέπει και αρκεί  𝑥𝑥 ≠ ±3. 
Επομένως η συνάρτηση  𝑓𝑓 ορίζεται για 𝑥𝑥 ∈ (−∞, −3) ∪ (−3, 3) ∪ (3, +∞). 

β) Για 𝑥𝑥 ∈ (−∞, −3) ∪ (−3,3) ∪ (3, +∞) η συνάρτηση  𝑓𝑓  παίρνει τη μορφή 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 9 − 𝑥𝑥2

3 − |𝑥𝑥| = 32 − |𝑥𝑥|2

3 − |𝑥𝑥| = (3 + |𝑥𝑥|)(3 − |𝑥𝑥|)
3 − |𝑥𝑥| = 3 + |𝑥𝑥| 

γ) Για να βρούμε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης  Cf με τον άξονα x’x λύνουμε την 

εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⟺ 3 + |𝑥𝑥| = 0 ⟺ |𝑥𝑥| = −3 η οποία είναι αδύνατη. Άρα η γραφική 

παράσταση Cf δεν τέμνει τον άξονα x’x.  

Για να βρούμε το σημείο τομής της Cf με τον άξονα y’y πρέπει να βρούμε το 𝑓𝑓(0).    
Ισχύει 𝑓𝑓(0) = 3 + |0| = 3. Άρα το σημείο τομής της γραφικής παράστασης  Cf με τον άξονα 

y’y είναι το Α(0,3).  

δ) Για να βρούμε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων Cf και Cg λύνουμε την εξίσωση: 

Η εξίσωση 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) γίνεται 
−𝑥𝑥2 + 3 = 3 + |𝑥𝑥| δηλαδή 

−|𝑥𝑥|2 + 3 − 3 − |𝑥𝑥| = 0 και τελικά  
|𝑥𝑥|2 + |𝑥𝑥| = 0 

Επειδή |𝑥𝑥2| ≥ 0 και |𝑥𝑥| ≥ 0 ισχύει  |𝑥𝑥|2 + |𝑥𝑥| = 0 αν και μόνο αν x=0.  

Άρα το κοινό σημείο των γραφικών παραστάσεων Cf και Cg είναι το (0. 3).  
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ΛΥΣΗ 

α) Αφού το σημείο ( )1,2  ανήκει στη fC  ισχύει ( ) 21 2 1 2 2f  =   =  = . 

β) 

i. Γνωρίζουμε ότι η ευθεία με εξίσωση 𝑦𝑦 = 𝜆𝜆𝑥𝑥 + 𝛽𝛽 έχει κλίση 𝜆𝜆, άρα 𝜆𝜆 = 2. Επίσης, το 

σημείο 𝛣𝛣(1,6) ανήκει στην ευθεία, άρα 6 = 2 ⋅ 1 + 𝛽𝛽 ⇔ 𝛽𝛽 = 4. Άρα η ευθεία έχει 

εξίσωση 2 4y x= + . 

ii. Για 0y =  έχουμε 0 2 4 2x x= +  = −  άρα η 𝜀𝜀 τέμνει τον 𝑥𝑥′𝑥𝑥 στο ( )2,0− . Επίσης, για 

 𝑥𝑥 = 0 είναι 𝑦𝑦 = 2 ⋅ 0 + 4 ⇔ 𝑦𝑦 = 4, άρα η 𝜀𝜀 τέμνει τον 𝑦𝑦′𝑦𝑦 στο (0,4). Τοποθετούμε 

τα παραπάνω σημεία στο σχήμα και χαράσσουμε την ευθεία 𝜀𝜀. 

 
γ)  

i. Οι λύσεις της ανίσωσης ( ) 2 4f x x +  είναι οι τετμημένες των σημείων της γραφικής 

παράστασης της f  που βρίσκονται κάτω από την ευθεία 2 4y x= + , οπότε με βάση 

το παραπάνω σχήμα συμπεραίνουμε ότι ( )1,2x − .  

ii. Είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 2𝑥𝑥 + 4 ⇔ 2𝑥𝑥2 < 2𝑥𝑥 + 4 ⇔ 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 4 < 0 ⇔ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 2 < 0. 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα ( ) ( )21 4 2 9 = − − − =  και ρίζες: 

( )
1

1 9 1 3 2
2 2

x
− − + +

= = =  και ( )
2

1 9 1 3 1
2 2

x
− − − −

= = = − . 
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α) Αφού το σημείο ( )1,2  ανήκει στη fC  ισχύει ( ) 21 2 1 2 2f  =   =  = . 
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γ)  

i. Οι λύσεις της ανίσωσης ( ) 2 4f x x +  είναι οι τετμημένες των σημείων της γραφικής 

παράστασης της f  που βρίσκονται κάτω από την ευθεία 2 4y x= + , οπότε με βάση 

το παραπάνω σχήμα συμπεραίνουμε ότι ( )1,2x − .  

ii. Είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 2𝑥𝑥 + 4 ⇔ 2𝑥𝑥2 < 2𝑥𝑥 + 4 ⇔ 2𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 4 < 0 ⇔ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 2 < 0. 
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1
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2 2

x
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2
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2 2

x
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= = = − . 
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Και επειδή ο συντελεστής του 𝑥𝑥2 είναι 1 > 0, το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται 

στον παρακάτω πίνακα: 

𝑥𝑥 −∞                    − 1                                             2                                   + ∞  

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 2             +                 0                    −                     0                + 

Άρα ( )1,2x − . 

 301  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 
α) Είναι: 

               
1 1 1 6α β 3 5 3 5 3 5 3 5 3
2 2 2 2

  

και  

                
221 1 1 1 4α β 3 5 3 5 3 5 9 5 1

2 2 4 4 4
 

Άρα,  α β 3 και  α β 1  
β) Έχουμε:   

               
2 2

2 2 1 1 1α β 3 5 3 5 9 5 6 5 9 5 6 5
4 4 4

 

  
1 28 7
4

 

που είναι το ζητούμενο. 
 

Υπόδειξη για εναλλακτική λύση. 

Το ερώτημα (β) μπορεί να αποδειχθεί άμεσα από το (α) με τη βοήθεια της ταυτότητας  

   2 2 2α β (α β) 2αβ  

302  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Είναι: 

                     
   

1 1 1 1 1 1A 2 2 2 2 4 2 2 4 1 3
2 2 2 2 2 2

 

β) Για οποιοδήποτε αριθμό x με x 0  έχουμε: 

                              
      

2 2
2 2 1 1 1 1 1 1 2f(x) g(x) x x x x x x 2x 4

x x x x x x x
 

γ) Το πλήθος των κοινών σημείων της ευθείας με τη γραφική παράσταση της f

καθορίζεται από το πλήθος λύσεων της εξίσωσης f(x) α , οπότε αν η ευθεία έχει 

κοινά σημεία με  τη γραφική παράσταση  της f , η εξίσωση f(x) α έχει πραγματικές 

λύσεις. Είναι: 

          2 21f(x) α x α x 1 αx x αx 1 0
x

 

Η εξίσωση έχει πραγματικές λύσεις, οπότε ισχύει Δ 0 . Έτσι, έχουμε: 

  2Δ α 4 0, οπότε 2α 4 , απ’ όπου προκύπτει 2α 4 , δηλαδή |α| 2 , που είναι 

το ζητούμενο. 
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ΛΥΣΗ 

α) Είναι: 

                     
   

1 1 1 1 1 1A 2 2 2 2 4 2 2 4 1 3
2 2 2 2 2 2

 

β) Για οποιοδήποτε αριθμό x με x 0  έχουμε: 

                              
      

2 2
2 2 1 1 1 1 1 1 2f(x) g(x) x x x x x x 2x 4

x x x x x x x
 

γ) Το πλήθος των κοινών σημείων της ευθείας με τη γραφική παράσταση της f

καθορίζεται από το πλήθος λύσεων της εξίσωσης f(x) α , οπότε αν η ευθεία έχει 

κοινά σημεία με  τη γραφική παράσταση  της f , η εξίσωση f(x) α έχει πραγματικές 

λύσεις. Είναι: 

          2 21f(x) α x α x 1 αx x αx 1 0
x

 

Η εξίσωση έχει πραγματικές λύσεις, οπότε ισχύει Δ 0 . Έτσι, έχουμε: 

  2Δ α 4 0, οπότε 2α 4 , απ’ όπου προκύπτει 2α 4 , δηλαδή |α| 2 , που είναι 

το ζητούμενο. 

303  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Ισχύουν: 3α 8 και 11α 32 , οπότε  1α 2ω 8 ,  (1)    και    1α 10ω 32 , (2). 

Αν από την (2)αφαιρέσουμε την (1)  βρίσκουμε 

  8ω 24 ω 3  

Με αντικατάσταση στην (1) παίρνουμε  

   1 1α 6 8 α 2  

β) Η πρόοδος ν(β )  έχει πρώτο όρο 1β 57  και διαφορά ω΄ 2 οπότε   2β 57 2 59  και  

            ν 2 1α β α (ν 1)ω 59 2 3(ν 1) 59 3ν 60 ν 20  

Επομένως ο εικοστός όρος της πρώτης προόδου είναι ίσος με τον δεύτερο όρο της δεύτερης.  

γ) Το άθροισμα των 2ν πρώτων όρων της ν(α ) είναι ίσο με το άθροισμα των ν πρώτων όρων 

της ν(β ) , οπότε έχουμε:         1 1
2ν ν[2α (2ν 1) 3] [2β (ν 1) 2]
2 2

, απ’ όπου, με αντικατάσταση 

των πρώτων όρων, παίρνουμε         
12 2 (2ν 1) 3 2(57 ν 1)
2

.  

Η τελευταία ισότητα γράφεται     4 6ν 3 57 ν 1, απ’ όπου προκύπτει ότι 5ν 55 , δηλαδή  

ν 11 , που είναι η ζητούμενη τιμή του ν.  

 304  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
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ΛΥΣΗ 

α) Επειδή  α=2, β=-1 και γ=-1   η διακρίνουσα  είναι 

 Δ= (−1)2 − 4 ⋅ 2(−1) = 9 > 0 . Το τριώνυμο έχει δύο άνισες ρίζες:  

  𝑥𝑥1 = −(−1)+√9
2⋅2 = 4

4 = 1   και 𝑥𝑥2 = −(−1)−√9
2⋅2 = −2

4 = − 1
2. 

Επομένως το τριώνυμο γίνεται 

 2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 + 1
2) = (𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1) 

Άρα  έχουμε 2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = (𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1).  

β) Η ανίσωση γίνεται 𝑥𝑥(1 − 2𝑥𝑥) ≤ −1 ⇔ −2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 ≤ 0 ⇔ 2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 ≥ 0 

Έχουμε να λύσουμε ανίσωση δευτέρου βαθμού. 

Παρατηρούμε πως το τριώνυμο της ανίσωσης είναι το τριώνυμο του πρώτου 

ερωτήματος. Άρα μηδενίζεται για 𝑥𝑥1 = 1  𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅  𝑥𝑥2 = − 1
2 και επειδή το α=2>0  

προκύπτει: 

x −∞                         − 1
2                              1                                      +∞ 

  2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1              +                    0              -              0                        + 

 Σύμφωνα με τον πίνακα προσήμων το τριώνυμο θα είναι ομόσημο του α, δηλαδή 

θετικό  για 𝑥𝑥 ≤ − 1
2   ή  𝑥𝑥 ≥ 1. 

Οι λύσεις της ανίσωσης είναι 𝑥𝑥 ∈ (−∞, − 1
2] ∪ [1, +∞). 

 

ΛΥΣΗ 
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  𝑥𝑥1 = −(−1)+√9
2⋅2 = 4

4 = 1   και 𝑥𝑥2 = −(−1)−√9
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Επομένως το τριώνυμο γίνεται 

 2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 = 2(𝑥𝑥 − 1) (𝑥𝑥 + 1
2) = (𝑥𝑥 − 1)(2𝑥𝑥 + 1) 
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β) Η ανίσωση γίνεται 𝑥𝑥(1 − 2𝑥𝑥) ≤ −1 ⇔ −2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 ≤ 0 ⇔ 2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 ≥ 0 

Έχουμε να λύσουμε ανίσωση δευτέρου βαθμού. 

Παρατηρούμε πως το τριώνυμο της ανίσωσης είναι το τριώνυμο του πρώτου 

ερωτήματος. Άρα μηδενίζεται για 𝑥𝑥1 = 1  𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅  𝑥𝑥2 = − 1
2 και επειδή το α=2>0  

προκύπτει: 

x −∞                         − 1
2                              1                                      +∞ 

  2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1              +                    0              -              0                        + 

 Σύμφωνα με τον πίνακα προσήμων το τριώνυμο θα είναι ομόσημο του α, δηλαδή 
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Οι λύσεις της ανίσωσης είναι 𝑥𝑥 ∈ (−∞, − 1
2] ∪ [1, +∞). 

 305  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ

α) Η αντιστοίχιση f : A→B  δεν αποτελεί πάντα συνάρτηση από το σύνολο Α στο Β, καθώς

μπορεί  να  υπάρχουν  μαθητές  με  το  ίδιο  όνομα  και  διαφορετικό  επώνυμο.  Δηλαδή να

αντιστοιχίζεται ένα στοιχείο του συνόλου Α σε περισσότερα από ένα στοιχεία του συνόλου

Β.              

β)   Η  αντιστοίχιση  από  το  σύνολο  Β  στο  σύνολο  Α  θα  αποτελεί  συνάρτηση,  αν  κάθε

επώνυμο  στο  σύνολο  Β  αντιστοιχίζεται  σε  μοναδικό  όνομα  στο  σύνολο Α,  δηλαδή δεν

υπάρχουν μαθητές με ίδιο επώνυμο. Σε αυτήν την περίπτωση η ανεξάρτητη μεταβλητή θα

είναι το επώνυμο του μαθητή και η εξαρτημένη μεταβλητή θα είναι το όνομά του.
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α) i. Οι αριθμοί αυτοί δεν μπορούν να είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, καθώς 

θα έπρεπε να ισχύει  2𝛽𝛽 = 𝛼𝛼 + 𝛾𝛾, δηλαδή: 

81 = ��√�
�

+ ��√�
�

= 54√3, επομένως ��
��
= √3, το οποίο δεν ισχύει αφού √3 άρρητος, ενώ ο ��

��
 

είναι ρητός, άρα δεν μπορούν να είναι ίσοι.  

ii. Οι δύο αριθμοί είναι θετικοί, για να είναι ίσοι, αρκεί τα τετράγωνά τους να είναι ίσα 

μεταξύ τους: 

���√�
�
�
�
= ��

�
�√3�

�
�
�
⇔ ���⋅�

�
= �

�
�√3�

��
⇔ ��⋅�

�
= �

�
⋅ 3�,το οποίο ισχύει.  

β) Η γεωμετρική πρόοδος θα έχει σταθερό λόγο: 𝜆𝜆 =
��√�
�
��
�

= √3. 

Ο ν-οστός όρος της γεωμετρικής προόδου είναι 𝛼𝛼� = 𝛼𝛼�𝜆𝜆��� = 𝛼𝛼��√3�
���

. 

Όμως, εφόσον, ισχύει ότι   𝛼𝛼� =
��√�
�

= �
�
�√3�

�
έχουμε ότι 𝑎𝑎��√3�

���
= �

�
�√3�

�
,οπότε 

𝛼𝛼� =
�
�
�√3�

���
= �

�√3, 

Συνεπώς, ισχύει ότι 𝛼𝛼� =
√�
�
, άρα ο γενικός όρος της γεωμετρικής προόδου είναι 

 𝛼𝛼� =
√�
�
⋅ �√3�

���
= �√��

�

�
. 

γ) Για το άθροισμα των 10 πρώτων όρων της γεωμετρικής προόδου ισχύει ότι:  

𝑆𝑆�� =
√3
2
⋅
√3

��
− 1

√3 − 1
=
√3

��
− √3

2√3 − 2
. 

  

 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) i. Οι αριθμοί αυτοί δεν μπορούν να είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, καθώς 

θα έπρεπε να ισχύει  2𝛽𝛽 = 𝛼𝛼 + 𝛾𝛾, δηλαδή: 

81 = ��√�
�

+ ��√�
�

= 54√3, επομένως ��
��
= √3, το οποίο δεν ισχύει αφού √3 άρρητος, ενώ ο ��

��
 

είναι ρητός, άρα δεν μπορούν να είναι ίσοι.  

ii. Οι δύο αριθμοί είναι θετικοί, για να είναι ίσοι, αρκεί τα τετράγωνά τους να είναι ίσα 

μεταξύ τους: 

���√�
�
�
�
= ��

�
�√3�

�
�
�
⇔ ���⋅�

�
= �

�
�√3�

��
⇔ ��⋅�

�
= �

�
⋅ 3�,το οποίο ισχύει.  

β) Η γεωμετρική πρόοδος θα έχει σταθερό λόγο: 𝜆𝜆 =
��√�
�
��
�

= √3. 

Ο ν-οστός όρος της γεωμετρικής προόδου είναι 𝛼𝛼� = 𝛼𝛼�𝜆𝜆��� = 𝛼𝛼��√3�
���

. 

Όμως, εφόσον, ισχύει ότι   𝛼𝛼� =
��√�
�

= �
�
�√3�

�
έχουμε ότι 𝑎𝑎��√3�

���
= �

�
�√3�

�
,οπότε 

𝛼𝛼� =
�
�
�√3�

���
= �

�√3, 

Συνεπώς, ισχύει ότι 𝛼𝛼� =
√�
�
, άρα ο γενικός όρος της γεωμετρικής προόδου είναι 

 𝛼𝛼� =
√�
�
⋅ �√3�

���
= �√��

�

�
. 

γ) Για το άθροισμα των 10 πρώτων όρων της γεωμετρικής προόδου ισχύει ότι:  

𝑆𝑆�� =
√3
2
⋅
√3

��
− 1

√3 − 1
=
√3

��
− √3

2√3 − 2
. 

  

 

 

 

307  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α)  Η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο χρόνος 

Επειδή ο χρόνος είναι μη αρνητικός, το ευρύτερο δυνατό πεδίο ορισμού της συνάρτηση είναι 

𝑡𝑡 𝑡 [0, +∞). 

β) i) Εφόσον το όχημα Α ξεκινά από θέση ηρεμίας, η αρχική του 

αντιστοιχεί στη συνάρτηση της ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (Ι).

Αντίστοιχα, εφόσον το όχημα Β ξεκινά με αρχική ταχύτητα 2m/sec αντιστοιχεί στη συνάρτηση της 

ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (ΙΙ).

ii) Τις χρονικές στιγμές από 3 έως 4 sec το όχημα της γραμμής (ΙΙ) κινείται ταχύτερα. Τη χρονική 

στιγμή t=4sec τα δύο οχήματα έχουν την ίδια ταχύτητα, ενώ τις χρονικές στιγμές από 4 έως 5 sec το 

όχημα της γραμμής (Ι) κινείται ταχύτερα.

iii) Η επιτάχυνση 𝑎𝑎 αποτελεί την

προς το χρόνο του οχήματος Γ, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με 

αρχική ταχύτητα 2m/sec. Για να έχει σε κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα μεγαλύτερη από αυτήν του 

οχήματος Α, θα πρέπει η ευθεία (ΙΙΙ) να μην τέμνεται με την ευθεία (Ι) που περιγράφει την κίνηση 

του οχήματος Α. Εφόσον, αυτή ξεκινά από το σημείο Λ(0,2), θα πρέπει η κλίση της να είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με αυτής της ευθείας (Ι). Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται δύο ευθεί

η (ΙΙΙ) περιγράφει όχημα που εκτελεί Ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με αρχική 

ταχύτητα 2 m/sec και επιτάχυνση ίση με του οχήματος Α, ενώ  η ευθεία (IV) περιγράφει την κίνηση 

ενός οχήματος με επιτάχυνση μεγαλύτερη από αυτήν του οχήματος Α.

α)  Η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο χρόνος 𝑡𝑡 και η εξαρτημένη μεταβλητή είναι η ταχύτητα

Επειδή ο χρόνος είναι μη αρνητικός, το ευρύτερο δυνατό πεδίο ορισμού της συνάρτηση είναι 

β) i) Εφόσον το όχημα Α ξεκινά από θέση ηρεμίας, η αρχική του ταχύτητα θα είναι 0m/sec, άρα  

αντιστοιχεί στη συνάρτηση της ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (Ι). 

Αντίστοιχα, εφόσον το όχημα Β ξεκινά με αρχική ταχύτητα 2m/sec αντιστοιχεί στη συνάρτηση της 

ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (ΙΙ). 

νικές στιγμές από 3 έως 4 sec το όχημα της γραμμής (ΙΙ) κινείται ταχύτερα. Τη χρονική 

στιγμή t=4sec τα δύο οχήματα έχουν την ίδια ταχύτητα, ενώ τις χρονικές στιγμές από 4 έως 5 sec το 

όχημα της γραμμής (Ι) κινείται ταχύτερα. 

αποτελεί την κλίση της ευθείας (ΙΙΙ), η οποία θα περιγράφει την ταχύτητα ως 

προς το χρόνο του οχήματος Γ, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με 

αρχική ταχύτητα 2m/sec. Για να έχει σε κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα μεγαλύτερη από αυτήν του 

θα πρέπει η ευθεία (ΙΙΙ) να μην τέμνεται με την ευθεία (Ι) που περιγράφει την κίνηση 

του οχήματος Α. Εφόσον, αυτή ξεκινά από το σημείο Λ(0,2), θα πρέπει η κλίση της να είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με αυτής της ευθείας (Ι). Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται δύο ευθεί

η (ΙΙΙ) περιγράφει όχημα που εκτελεί Ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με αρχική 

ταχύτητα 2 m/sec και επιτάχυνση ίση με του οχήματος Α, ενώ  η ευθεία (IV) περιγράφει την κίνηση 

ενός οχήματος με επιτάχυνση μεγαλύτερη από αυτήν του οχήματος Α. 

 

και η εξαρτημένη μεταβλητή είναι η ταχύτητα 𝑢𝑢 . 

Επειδή ο χρόνος είναι μη αρνητικός, το ευρύτερο δυνατό πεδίο ορισμού της συνάρτηση είναι 

ταχύτητα θα είναι 0m/sec, άρα  

 

Αντίστοιχα, εφόσον το όχημα Β ξεκινά με αρχική ταχύτητα 2m/sec αντιστοιχεί στη συνάρτηση της 

νικές στιγμές από 3 έως 4 sec το όχημα της γραμμής (ΙΙ) κινείται ταχύτερα. Τη χρονική 

στιγμή t=4sec τα δύο οχήματα έχουν την ίδια ταχύτητα, ενώ τις χρονικές στιγμές από 4 έως 5 sec το 

κλίση της ευθείας (ΙΙΙ), η οποία θα περιγράφει την ταχύτητα ως 

προς το χρόνο του οχήματος Γ, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με 

αρχική ταχύτητα 2m/sec. Για να έχει σε κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα μεγαλύτερη από αυτήν του 

θα πρέπει η ευθεία (ΙΙΙ) να μην τέμνεται με την ευθεία (Ι) που περιγράφει την κίνηση 

του οχήματος Α. Εφόσον, αυτή ξεκινά από το σημείο Λ(0,2), θα πρέπει η κλίση της να είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με αυτής της ευθείας (Ι). Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται δύο ευθείες: 

η (ΙΙΙ) περιγράφει όχημα που εκτελεί Ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με αρχική 

ταχύτητα 2 m/sec και επιτάχυνση ίση με του οχήματος Α, ενώ  η ευθεία (IV) περιγράφει την κίνηση 
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ΛΥΣΗ 

α)  Η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο χρόνος 

Επειδή ο χρόνος είναι μη αρνητικός, το ευρύτερο δυνατό πεδίο ορισμού της συνάρτηση είναι 

𝑡𝑡 𝑡 [0, +∞). 

β) i) Εφόσον το όχημα Α ξεκινά από θέση ηρεμίας, η αρχική του 

αντιστοιχεί στη συνάρτηση της ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (Ι).

Αντίστοιχα, εφόσον το όχημα Β ξεκινά με αρχική ταχύτητα 2m/sec αντιστοιχεί στη συνάρτηση της 

ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (ΙΙ).

ii) Τις χρονικές στιγμές από 3 έως 4 sec το όχημα της γραμμής (ΙΙ) κινείται ταχύτερα. Τη χρονική 

στιγμή t=4sec τα δύο οχήματα έχουν την ίδια ταχύτητα, ενώ τις χρονικές στιγμές από 4 έως 5 sec το 

όχημα της γραμμής (Ι) κινείται ταχύτερα.

iii) Η επιτάχυνση 𝑎𝑎 αποτελεί την

προς το χρόνο του οχήματος Γ, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με 

αρχική ταχύτητα 2m/sec. Για να έχει σε κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα μεγαλύτερη από αυτήν του 

οχήματος Α, θα πρέπει η ευθεία (ΙΙΙ) να μην τέμνεται με την ευθεία (Ι) που περιγράφει την κίνηση 

του οχήματος Α. Εφόσον, αυτή ξεκινά από το σημείο Λ(0,2), θα πρέπει η κλίση της να είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με αυτής της ευθείας (Ι). Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται δύο ευθεί

η (ΙΙΙ) περιγράφει όχημα που εκτελεί Ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με αρχική 

ταχύτητα 2 m/sec και επιτάχυνση ίση με του οχήματος Α, ενώ  η ευθεία (IV) περιγράφει την κίνηση 

ενός οχήματος με επιτάχυνση μεγαλύτερη από αυτήν του οχήματος Α.

α)  Η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο χρόνος 𝑡𝑡 και η εξαρτημένη μεταβλητή είναι η ταχύτητα

Επειδή ο χρόνος είναι μη αρνητικός, το ευρύτερο δυνατό πεδίο ορισμού της συνάρτηση είναι 

β) i) Εφόσον το όχημα Α ξεκινά από θέση ηρεμίας, η αρχική του ταχύτητα θα είναι 0m/sec, άρα  

αντιστοιχεί στη συνάρτηση της ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (Ι). 

Αντίστοιχα, εφόσον το όχημα Β ξεκινά με αρχική ταχύτητα 2m/sec αντιστοιχεί στη συνάρτηση της 

ταχύτητάς του ως προς το χρόνο η ευθεία (ΙΙ). 

νικές στιγμές από 3 έως 4 sec το όχημα της γραμμής (ΙΙ) κινείται ταχύτερα. Τη χρονική 

στιγμή t=4sec τα δύο οχήματα έχουν την ίδια ταχύτητα, ενώ τις χρονικές στιγμές από 4 έως 5 sec το 

όχημα της γραμμής (Ι) κινείται ταχύτερα. 

αποτελεί την κλίση της ευθείας (ΙΙΙ), η οποία θα περιγράφει την ταχύτητα ως 

προς το χρόνο του οχήματος Γ, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με 

αρχική ταχύτητα 2m/sec. Για να έχει σε κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα μεγαλύτερη από αυτήν του 

θα πρέπει η ευθεία (ΙΙΙ) να μην τέμνεται με την ευθεία (Ι) που περιγράφει την κίνηση 

του οχήματος Α. Εφόσον, αυτή ξεκινά από το σημείο Λ(0,2), θα πρέπει η κλίση της να είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με αυτής της ευθείας (Ι). Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται δύο ευθεί

η (ΙΙΙ) περιγράφει όχημα που εκτελεί Ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με αρχική 

ταχύτητα 2 m/sec και επιτάχυνση ίση με του οχήματος Α, ενώ  η ευθεία (IV) περιγράφει την κίνηση 

ενός οχήματος με επιτάχυνση μεγαλύτερη από αυτήν του οχήματος Α. 

 

και η εξαρτημένη μεταβλητή είναι η ταχύτητα 𝑢𝑢 . 

Επειδή ο χρόνος είναι μη αρνητικός, το ευρύτερο δυνατό πεδίο ορισμού της συνάρτηση είναι 

ταχύτητα θα είναι 0m/sec, άρα  

 

Αντίστοιχα, εφόσον το όχημα Β ξεκινά με αρχική ταχύτητα 2m/sec αντιστοιχεί στη συνάρτηση της 

νικές στιγμές από 3 έως 4 sec το όχημα της γραμμής (ΙΙ) κινείται ταχύτερα. Τη χρονική 

στιγμή t=4sec τα δύο οχήματα έχουν την ίδια ταχύτητα, ενώ τις χρονικές στιγμές από 4 έως 5 sec το 

κλίση της ευθείας (ΙΙΙ), η οποία θα περιγράφει την ταχύτητα ως 

προς το χρόνο του οχήματος Γ, το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με 

αρχική ταχύτητα 2m/sec. Για να έχει σε κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα μεγαλύτερη από αυτήν του 

θα πρέπει η ευθεία (ΙΙΙ) να μην τέμνεται με την ευθεία (Ι) που περιγράφει την κίνηση 

του οχήματος Α. Εφόσον, αυτή ξεκινά από το σημείο Λ(0,2), θα πρέπει η κλίση της να είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με αυτής της ευθείας (Ι). Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται δύο ευθείες: 

η (ΙΙΙ) περιγράφει όχημα που εκτελεί Ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με αρχική 

ταχύτητα 2 m/sec και επιτάχυνση ίση με του οχήματος Α, ενώ  η ευθεία (IV) περιγράφει την κίνηση 
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ΤΜ

308  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) H δοθείσα ανίσωση γράφεται   − (3 − 2𝑥𝑥) 
7  ≥  5 οπότε 2𝑥𝑥−3

7 ≥ 5 ⟺ 2𝑥𝑥 − 3 ≥ 35, άρα 

2𝑥𝑥 ≥ 38 ⟺ 𝑥𝑥 ≥ 19.  

β) Καθώς οι αντίθετοι αριθμοί έχουν ίσες απόλυτες τιμές, η δοθείσα ανίσωση γράφεται 

ισοδύναμα | 𝑥𝑥 +  1 |  ≤  23 ⟺ −23 ≤ 𝑥𝑥 + 1 ≤ 23 ⟺ −23 − 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 23 − 1 ⟺ 

−24 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 22. 

γ) Παριστάνουμε τις λύσεις των δύο παραπάνω ανισώσεων στον ίδιο άξονα, απ΄όπου 

προκύπτει ότι 19 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 22. 

 

 

 -24 19 22 

ΛΥΣΗ 

α) H δοθείσα ανίσωση γράφεται   − (3 − 2𝑥𝑥) 
7  ≥  5 οπότε 2𝑥𝑥−3

7 ≥ 5 ⟺ 2𝑥𝑥 − 3 ≥ 35, άρα 

2𝑥𝑥 ≥ 38 ⟺ 𝑥𝑥 ≥ 19.  

β) Καθώς οι αντίθετοι αριθμοί έχουν ίσες απόλυτες τιμές, η δοθείσα ανίσωση γράφεται 

ισοδύναμα | 𝑥𝑥 +  1 |  ≤  23 ⟺ −23 ≤ 𝑥𝑥 + 1 ≤ 23 ⟺ −23 − 1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 23 − 1 ⟺ 

−24 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 22. 

γ) Παριστάνουμε τις λύσεις των δύο παραπάνω ανισώσεων στον ίδιο άξονα, απ΄όπου 

προκύπτει ότι 19 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 22. 

 

 

 -24 19 22 

309  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) 𝑓𝑓(√2) = (√2)2 = 2,  𝑓𝑓 (12) = 2 ∙ 12 = 1. 

β) Αν 𝑥𝑥 ρητός, τότε 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥, οπότε η δοθείσα εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 

(2𝑥𝑥)2 = 4𝑥𝑥 − 1, δηλαδή 4𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 1 = 0 ⟺ (2𝑥𝑥 − 1)2 = 0. Έτσι, 2𝑥𝑥 − 1 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 = 1
2. 

 310  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Οι συντεταγμένες του σημείου Μ θα πρέπει να επαληθεύουν την εξίσωση 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥), άρα 

θα ισχύει 𝑔𝑔 (3𝛽𝛽
2 ) = −3 − 𝛽𝛽

2 οπότε 3𝛽𝛽
2 + 𝛽𝛽 = −3 − 𝛽𝛽

 2  άρα 3𝛽𝛽
2 + 𝛽𝛽

 2 + 𝛽𝛽 = −3.  

Ώστε 3𝛽𝛽 = −3, έτσι 𝛽𝛽 = −1. 

β) Για 𝛽𝛽 = −1 

i) Είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 1. Τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) τέμνει τον 

άξονα 𝑥𝑥΄𝑥𝑥, έχουν τεταγμένη μηδέν, οπότε οι τετμημένες τους είναι λύσεις της 

εξίσωσης 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0, άρα 𝑥𝑥2 − 1 = 0 οπότε 𝑥𝑥2 = 1. Τελικά 𝑥𝑥 = 1 ,   𝑥𝑥 =  −1. Άρα 

τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) τέμνει τον άξονα 𝑥𝑥΄𝑥𝑥 είναι τα 

Α(1 , 0) και Β(-1 , 0). Επίσης 𝑓𝑓(0) = 02 − 1 = −1 , άρα το σημείο στο οποίο η γραφική 

παράσταση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) τέμνει τον άξονα 𝑦𝑦′𝑦𝑦 είναι το Γ(0 , -1). 

ii)  Θέλουμε να ισχύει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑔𝑔(𝑥𝑥) δηλαδή 𝑥𝑥2 − 1 < 𝑥𝑥 − 1 άρα 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 < 0 ή 

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) < 0. Είναι φανερό ότι το πολυώνυμο 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) έχει ως ρίζες τους 

αριθμούς μηδέν και 1, αφού για αυτές τις τιμές μηδενίζεται. Δημιουργούμε τον 

πίνακα προσήμου, παρατηρώντας ότι ο συντελεστής του 𝑥𝑥2 είναι 𝛼𝛼 = 1 > 0. 

 

 

 

Διαπιστώνουμε ότι οι λύσεις της ανίσωσης είναι οι τιμές του x μεταξύ 0 και 1, 

 δηλαδή 0 < 𝑥𝑥 < 1. 
iii)  Θέλουμε να ισχύει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≥ 0 για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. Άρα πρέπει να ισχύει η σχέση 

𝑥𝑥2 − 1 − 2𝑘𝑘(𝑥𝑥 − 1) ≥ 0 για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, άρα 𝑥𝑥2 − 2𝑘𝑘𝑘𝑘 + (2𝑘𝑘 − 1) ≥ 0 για κάθε 𝑥𝑥 ∈
𝑅𝑅. Καθώς ο συντελεστής του 𝑥𝑥2 είναι 𝛼𝛼 = 1 > 0, για να ισχύει για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 η 

ανισότητα, πρέπει και αρκεί να ισχύει 𝛥𝛥 ≤ 0 δηλαδή (−2𝑘𝑘)2 − 4 ∙ 1 ∙ (2𝑘𝑘 − 1) ≤ 0 

άρα πρέπει και αρκεί 4𝑘𝑘2 − 8𝑘𝑘 + 4 ≤ 0 ή ισοδύναμα αν διαιρέσουμε κάθε όρο με το 

4, πρέπει 𝑘𝑘2 − 2𝑘𝑘 + 1 ≤ 0 δηλαδή (𝑘𝑘 − 1)2 ≤ 0 σχέση η οποία αληθεύει μόνο για 

𝑘𝑘 = 1. 

𝑥𝑥 

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 

−∞ 0 1 +∞ 
+ + − 
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ΛΥΣΗ 

α) Οι συντεταγμένες του σημείου Μ θα πρέπει να επαληθεύουν την εξίσωση 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥), άρα 

θα ισχύει 𝑔𝑔 (3𝛽𝛽
2 ) = −3 − 𝛽𝛽

2 οπότε 3𝛽𝛽
2 + 𝛽𝛽 = −3 − 𝛽𝛽

 2  άρα 3𝛽𝛽
2 + 𝛽𝛽

 2 + 𝛽𝛽 = −3.  

Ώστε 3𝛽𝛽 = −3, έτσι 𝛽𝛽 = −1. 

β) Για 𝛽𝛽 = −1 

i) Είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 1. Τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) τέμνει τον 

άξονα 𝑥𝑥΄𝑥𝑥, έχουν τεταγμένη μηδέν, οπότε οι τετμημένες τους είναι λύσεις της 

εξίσωσης 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0, άρα 𝑥𝑥2 − 1 = 0 οπότε 𝑥𝑥2 = 1. Τελικά 𝑥𝑥 = 1 ,   𝑥𝑥 =  −1. Άρα 

τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) τέμνει τον άξονα 𝑥𝑥΄𝑥𝑥 είναι τα 

Α(1 , 0) και Β(-1 , 0). Επίσης 𝑓𝑓(0) = 02 − 1 = −1 , άρα το σημείο στο οποίο η γραφική 

παράσταση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) τέμνει τον άξονα 𝑦𝑦′𝑦𝑦 είναι το Γ(0 , -1). 

ii)  Θέλουμε να ισχύει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑔𝑔(𝑥𝑥) δηλαδή 𝑥𝑥2 − 1 < 𝑥𝑥 − 1 άρα 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 < 0 ή 

𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) < 0. Είναι φανερό ότι το πολυώνυμο 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 1) έχει ως ρίζες τους 

αριθμούς μηδέν και 1, αφού για αυτές τις τιμές μηδενίζεται. Δημιουργούμε τον 

πίνακα προσήμου, παρατηρώντας ότι ο συντελεστής του 𝑥𝑥2 είναι 𝛼𝛼 = 1 > 0. 

 

 

 

Διαπιστώνουμε ότι οι λύσεις της ανίσωσης είναι οι τιμές του x μεταξύ 0 και 1, 

 δηλαδή 0 < 𝑥𝑥 < 1. 
iii)  Θέλουμε να ισχύει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≥ 0 για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. Άρα πρέπει να ισχύει η σχέση 

𝑥𝑥2 − 1 − 2𝑘𝑘(𝑥𝑥 − 1) ≥ 0 για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, άρα 𝑥𝑥2 − 2𝑘𝑘𝑘𝑘 + (2𝑘𝑘 − 1) ≥ 0 για κάθε 𝑥𝑥 ∈
𝑅𝑅. Καθώς ο συντελεστής του 𝑥𝑥2 είναι 𝛼𝛼 = 1 > 0, για να ισχύει για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 η 

ανισότητα, πρέπει και αρκεί να ισχύει 𝛥𝛥 ≤ 0 δηλαδή (−2𝑘𝑘)2 − 4 ∙ 1 ∙ (2𝑘𝑘 − 1) ≤ 0 

άρα πρέπει και αρκεί 4𝑘𝑘2 − 8𝑘𝑘 + 4 ≤ 0 ή ισοδύναμα αν διαιρέσουμε κάθε όρο με το 

4, πρέπει 𝑘𝑘2 − 2𝑘𝑘 + 1 ≤ 0 δηλαδή (𝑘𝑘 − 1)2 ≤ 0 σχέση η οποία αληθεύει μόνο για 

𝑘𝑘 = 1. 

𝑥𝑥 

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 

−∞ 0 1 +∞ 
+ + − 

311  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Για x=3 η εξίσωση (1)  γίνεται:   

 α32 − 2α3 − 2a − 2 = 0 ⇔ 9α − 6α − 2α − 2 = 0 ⇔ α = 2. 

Άρα α=2 

β) Στην (1) αντικαθιστούμε το α=2 και προκύπτει η δευτεροβάθμια εξίσωση  

2x2 − 4x − 6 = 0 απλοποιούμε με το 2 και έχουμε x2 − 2x − 3 = 0 , με α=1, β=-2 και γ=-3. 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα 𝛥𝛥 = 22 − 4 ⋅ (−3) ⋅ 1 = 16 > 0  οπότε έχει δύο άνισες 

ρίζες   𝑥𝑥1 = −(−2)+4
2 = 3    και  𝑥𝑥2 = −(−2)−4

2 = −1.  

Άρα η εξίσωση έχει λύσεις x=-1   ή  x=3. 
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312  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________
ΛΥΣΗ 

α) Η συνάρτηση  f  ορίζεται για  𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 ⩾ 0 με 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα 𝛥𝛥 = (−4)2 − 4(−5) = 36 > 0 επομένως έχει δύο 

άνισες ρίζες   𝑥𝑥1 = −(−4)+6
2 = 5     και  𝑥𝑥2 = −(−4)−6

2 = −1. Το α=1>0   και   προκύπτει:  

x −∞                           -1                             5                                      +∞ 

  𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5              +                    0              -              0                        + 

 Σύμφωνα με τον πίνακα προσήμων  η ανίσωση  𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 ⩾ 0 αληθεύει 

 για 𝑥𝑥 ≤ −1  ή  𝑥𝑥 ≥ 5. 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι 𝛢𝛢𝑓𝑓 = (−∞, −1] ∪ [5, +∞). 

Η συνάρτηση g  ορίζεται για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. 

Άρα το πεδίο ορισμού της g είναι 𝛢𝛢𝑔𝑔 = 𝑅𝑅. 

β) Για να βρούμε  τα κοινά σημεία των  𝐶𝐶𝑓𝑓  και 𝐶𝐶𝑔𝑔 θα λύσουμε την εξίσωση 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥),  και θα προκύψουν οι κοινές τετμημένες τους. Έχουμε:  

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 = |𝑥𝑥 + 3| ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 = |𝑥𝑥 + 3|2 ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 = 𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 + 9 ⇔

−10𝑥𝑥 = 14 ⇔ 𝑥𝑥 = −7
5  .  

Άρα οι γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων έχουν ένα κοινό σημείο το 

(−7
5 , 8

5). 

γ)  Οι τετμημένες των σημείων της   𝐶𝐶𝑓𝑓  που βρίσκονται κάτω από την  𝐶𝐶𝑔𝑔 

προκύπτουν από την λύση της ανίσωσης 

  √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 < |𝑥𝑥 + 3| ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 < |𝑥𝑥 + 3|2 ⇔ −10𝑥𝑥 < 14 ⇔ 𝑥𝑥 > −7
5  . 

Επειδή έχουμε τον περιορισμό  𝑥𝑥 ≤ −1ή𝑥𝑥 ≥ 5 άρα 𝑥𝑥 ∈ (−7
5 , −1] ∪ [5, +∞). 

 

ΛΥΣΗ 

α) Η συνάρτηση  f  ορίζεται για  𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 ⩾ 0 με 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα 𝛥𝛥 = (−4)2 − 4(−5) = 36 > 0 επομένως έχει δύο 

άνισες ρίζες   𝑥𝑥1 = −(−4)+6
2 = 5     και  𝑥𝑥2 = −(−4)−6

2 = −1. Το α=1>0   και   προκύπτει:  

x −∞                           -1                             5                                      +∞ 

  𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5              +                    0              -              0                        + 

 Σύμφωνα με τον πίνακα προσήμων  η ανίσωση  𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 ⩾ 0 αληθεύει 

 για 𝑥𝑥 ≤ −1  ή  𝑥𝑥 ≥ 5. 

Άρα το πεδίο ορισμού της f είναι 𝛢𝛢𝑓𝑓 = (−∞, −1] ∪ [5, +∞). 

Η συνάρτηση g  ορίζεται για κάθε 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. 

Άρα το πεδίο ορισμού της g είναι 𝛢𝛢𝑔𝑔 = 𝑅𝑅. 

β) Για να βρούμε  τα κοινά σημεία των  𝐶𝐶𝑓𝑓  και 𝐶𝐶𝑔𝑔 θα λύσουμε την εξίσωση 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥),  και θα προκύψουν οι κοινές τετμημένες τους. Έχουμε:  

√𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 = |𝑥𝑥 + 3| ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 = |𝑥𝑥 + 3|2 ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 = 𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 + 9 ⇔

−10𝑥𝑥 = 14 ⇔ 𝑥𝑥 = −7
5  .  

Άρα οι γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων έχουν ένα κοινό σημείο το 

(−7
5 , 8

5). 

γ)  Οι τετμημένες των σημείων της   𝐶𝐶𝑓𝑓  που βρίσκονται κάτω από την  𝐶𝐶𝑔𝑔 

προκύπτουν από την λύση της ανίσωσης 

  √𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 < |𝑥𝑥 + 3| ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 5 < |𝑥𝑥 + 3|2 ⇔ −10𝑥𝑥 < 14 ⇔ 𝑥𝑥 > −7
5  . 

Επειδή έχουμε τον περιορισμό  𝑥𝑥 ≤ −1ή𝑥𝑥 ≥ 5 άρα 𝑥𝑥 ∈ (−7
5 , −1] ∪ [5, +∞). 
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313  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε: 2 2 3 4 3 7(2)
2 4 2 2

G   
   

 
, 

                   2 0 3 3(0)
0 4 4

G  
  


, 

                   

12 3
1 1 3 2 42( ) 1 9 92 94

2 2 2

G

            
   

. 

β) Η συνάρτηση δεν ορίζεται για 4x  , διότι η τιμή αυτή του x  μηδενίζει τον παρονομαστή 

του κλάσματος στον τύπο της συνάρτησης. 

γ) Αναζητούμε την τιμή του x 4  για την οποία:  

                                                        

( ) 3
2 3 3

4
2 3 3( 4)
2 3 3 12

15.

G x
x
x
x x
x x
x

 


 

   
   


 

 

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε: 2 2 3 4 3 7(2)
2 4 2 2

G   
   

 
, 

                   2 0 3 3(0)
0 4 4

G  
  


, 

                   

12 3
1 1 3 2 42( ) 1 9 92 94

2 2 2

G

            
   

. 

β) Η συνάρτηση δεν ορίζεται για 4x  , διότι η τιμή αυτή του x  μηδενίζει τον παρονομαστή 

του κλάσματος στον τύπο της συνάρτησης. 

γ) Αναζητούμε την τιμή του x 4  για την οποία:  

                                                        

( ) 3
2 3 3

4
2 3 3( 4)
2 3 3 12

15.

G x
x
x
x x
x x
x

 


 

   
   


 

 314  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f  είναι fA   . Η συνάρτηση g  ορίζεται όταν 

5 0x   , δηλαδή όταν 5x   . Οπότε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g  είναι 

[ 5, )gA    . 

β) ( 1) 1 3 ( 1) 1 3 4f          και (11) 11 5 16 4g     .  

Άρα ( 1) (11)f g  . 

γ) Αναζητούμε την τιμή του x  για την οποία:  

                                                                  

( ) (4)

1 3 4 5
1 3 3

2
3

f x g

x
x

x

 

   
  

 
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315  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________
ΛΥΣΗ 

α)  

i. Η κλίση της ευθείας είναι 1
2

   .  

ii. Επειδή 0   ισχύει 0  , οπότε η γωνία  είναι αμβλεία.  

β) Θα εξετάσουμε αν οι συντεταγμένες των σημείων επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας. 

Για το σημείο Α:  1 6 4 3 4 1
2

       , άρα το Α είναι σημείο της ευθείας. 

Για το σημείο Β: 1 ( 2) 4 1 4 5 3
2

        , άρα το Β δεν είναι σημείο της ευθείας. 

Για το σημείο Γ: 1 8 4 4 4 0
2

       , άρα το Γ είναι σημείο της ευθείας. 

γ) Θα πρέπει:   

15 4
2
11
2

2
2.

k

k

k
k

    

   

  
 

 

 

ΛΥΣΗ 

α)  

i. Η κλίση της ευθείας είναι 1
2

   .  

ii. Επειδή 0   ισχύει 0  , οπότε η γωνία  είναι αμβλεία.  

β) Θα εξετάσουμε αν οι συντεταγμένες των σημείων επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας. 

Για το σημείο Α:  1 6 4 3 4 1
2

       , άρα το Α είναι σημείο της ευθείας. 

Για το σημείο Β: 1 ( 2) 4 1 4 5 3
2

        , άρα το Β δεν είναι σημείο της ευθείας. 

Για το σημείο Γ: 1 8 4 4 4 0
2

       , άρα το Γ είναι σημείο της ευθείας. 

γ) Θα πρέπει:   

15 4
2
11
2

2
2.

k

k

k
k

    

   

  
 
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316  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α)    i. Από την ισότητα    α β γ 0 , προκύπτει ότι   β γ α , που είναι το ζητούμενο. 

       ii. Mε τη βοήθεια του προηγούμενου υποερωτήματος, έχουμε: 

  
 

22 αα α
β γ α

. 

β) Από το ερώτημα (α) έχουμε:  

 


2α α
β γ

. 

Ομοίως, από τη δοσμένη ισότητα παίρνουμε   γ α β  και   α β γ, οπότε 

  
 

22 ββ β
γ α β

 και   
 

22 γγ γ
α β γ

. 

Επομένως,  

          
  

2 2 2α β γ α β γ (α β γ) 0
β γ γ α α β

 

που είναι το ζητούμενο. 

 317  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α)  i. Με α 1 οι ευθείες είναι οι: 

 1ε : y 7x 4  και   2ε : y x 4  

     ii. Η ευθεία 1ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης  1α 7 0 , οπότε σχηματίζει με τον άξονα x x

οξεία γωνία, ενώ η 2ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης   2α 1 0 , οπότε σχηματίζει με τον 

άξονα x x αμβλεία γωνία.  

β) Οι ευθείες είναι παράλληλες μόνο όταν έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης, δηλαδή 

μόνο όταν ισχύει   3α 4 3 4α . Είναι: 

      
13α 4 3 4α 7α 1 α
7

 

Άρα η ευθείες είναι παράλληλες μόνο όταν  
1α
7

. 
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α)Για κάθε x έχουμε: 

             2 2 2f(2 x) (2 x) 4(2 x) 5 x 4x 4 4x 8 5 x 1  

και  

             2 2 2f(2 x) (2 x) 4(2 x) 5 x 4x 4 4x 8 5 x 1  

οπότε   f(2 x) f(2 x) . 

β) Με x 1,52 η ισότητα του ερωτήματος (α) δίνει  

  f(2 1,52) f(2 1,52) , οπότε  f(3,52) f(0,48) 0   (1) 

ενώ με x 1,48  δίνει  

  f(2 1,48) f(2 1,48), οπότε  f(3,48) f(0,52) 0  (2) 

Με τη βοήθεια των (1) και (2) παίρνουμε: 

        A f(3,52) f(0,52) f(3,48) f(0,48) f(3,52) f(0,48) f(3,48) f(0,52) 0 . 

γ) Το πλήθος των κοινών σημείων της fC  με την ευθεία είναι ίσο με το πλήθος των λύσεων 

της εξίσωσης  f(x) 2x β. Με  x 5 έχουμε: 

          2 2f(x) 2x 5 x 4x 5 2x 5 x 6x 10 0  

που είναι αδύνατη αφού έχει διακρίνουσα    Δ 36 40 4 0 . 

Άρα η fC  δεν έχει κοινά σημεία με την ευθεία, όταν  β 5 . 

δ) Η fC  έχει ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με την ευθεία  y 2x β , μόνο όταν η εξίσωση 

 f(x) 2x β  έχει μια τουλάχιστον  λύση. Είναι: 

           2 2f(x) 2x β x 4x 5 2x β x 6x 5 β 0  

Η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον  λύση μόνο όταν η αντίστοιχη διακρίνουσα είναι μη αρνητική. 

Είναι: 

          Δ 0 36 4(5 β) 0 9 5 β 0 β 4  

οπότε η ζητούμενη μικρότερη τιμή του β είναι η τιμή  β 4 . 

 

ΛΥΣΗ 

α)Για κάθε x έχουμε: 

             2 2 2f(2 x) (2 x) 4(2 x) 5 x 4x 4 4x 8 5 x 1  

και  

             2 2 2f(2 x) (2 x) 4(2 x) 5 x 4x 4 4x 8 5 x 1  

οπότε   f(2 x) f(2 x) . 

β) Με x 1,52 η ισότητα του ερωτήματος (α) δίνει  

  f(2 1,52) f(2 1,52) , οπότε  f(3,52) f(0,48) 0   (1) 

ενώ με x 1,48  δίνει  

  f(2 1,48) f(2 1,48), οπότε  f(3,48) f(0,52) 0  (2) 

Με τη βοήθεια των (1) και (2) παίρνουμε: 

        A f(3,52) f(0,52) f(3,48) f(0,48) f(3,52) f(0,48) f(3,48) f(0,52) 0 . 

γ) Το πλήθος των κοινών σημείων της fC  με την ευθεία είναι ίσο με το πλήθος των λύσεων 

της εξίσωσης  f(x) 2x β. Με  x 5 έχουμε: 

          2 2f(x) 2x 5 x 4x 5 2x 5 x 6x 10 0  

που είναι αδύνατη αφού έχει διακρίνουσα    Δ 36 40 4 0 . 

Άρα η fC  δεν έχει κοινά σημεία με την ευθεία, όταν  β 5 . 

δ) Η fC  έχει ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με την ευθεία  y 2x β , μόνο όταν η εξίσωση 

 f(x) 2x β  έχει μια τουλάχιστον  λύση. Είναι: 

           2 2f(x) 2x β x 4x 5 2x β x 6x 5 β 0  

Η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον  λύση μόνο όταν η αντίστοιχη διακρίνουσα είναι μη αρνητική. 

Είναι: 

          Δ 0 36 4(5 β) 0 9 5 β 0 β 4  

οπότε η ζητούμενη μικρότερη τιμή του β είναι η τιμή  β 4 . 
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α) Ο δέκατος τριγωνικός αριθμός είναι  


 10
10 11Τ 55

2
 

β) Ο αριθμός 120 είναι τριγωνικός μόνο όταν η εξίσωση νΤ 120 έχει λύση θετικό ακέραιο 

αριθμό. Είναι: 


         2

ν
ν(ν 1)Τ 120 120 ν(ν 1) 240 ν ν 240 0

2
 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι Δ 961 και οι ρίζες της  

      
    


1

1,2

2

30ν 151 31 2ν
322 ν 16
2

 

Από τις ρίζες της εξίσωσης δεκτή είναι μόνο ο αριθμός 15. Άρα ο αριθμός 120 είναι ο δέκατος 

πέμπτος τριγωνικός αριθμός 15(Τ 120) . 

γ) Έστω ν ν 1Τ , Τ  δυο διαδοχικοί τριγωνικοί αριθμοί με ν θετικό ακέραιο. Τότε έχουμε: 



  
             2

ν ν 1
ν(ν 1) (ν 1)(ν 2) 1 1Τ Τ (ν 1)(ν ν 2) (ν 1) 2(ν 1) (ν 1)

2 2 2 2
 

οπότε το άθροισμα δυο διαδοχικών τριγωνικών αριθμών είναι ίσο με το  τετράγωνο θετικού 

ακεραίου. 

 

ΛΥΣΗ 

α) Ο δέκατος τριγωνικός αριθμός είναι  


 10
10 11Τ 55

2
 

β) Ο αριθμός 120 είναι τριγωνικός μόνο όταν η εξίσωση νΤ 120 έχει λύση θετικό ακέραιο 

αριθμό. Είναι: 


         2

ν
ν(ν 1)Τ 120 120 ν(ν 1) 240 ν ν 240 0

2
 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι Δ 961 και οι ρίζες της  

      
    


1

1,2

2

30ν 151 31 2ν
322 ν 16
2

 

Από τις ρίζες της εξίσωσης δεκτή είναι μόνο ο αριθμός 15. Άρα ο αριθμός 120 είναι ο δέκατος 

πέμπτος τριγωνικός αριθμός 15(Τ 120) . 

γ) Έστω ν ν 1Τ , Τ  δυο διαδοχικοί τριγωνικοί αριθμοί με ν θετικό ακέραιο. Τότε έχουμε: 



  
             2

ν ν 1
ν(ν 1) (ν 1)(ν 2) 1 1Τ Τ (ν 1)(ν ν 2) (ν 1) 2(ν 1) (ν 1)

2 2 2 2
 

οπότε το άθροισμα δυο διαδοχικών τριγωνικών αριθμών είναι ίσο με το  τετράγωνο θετικού 

ακεραίου. 

 
320  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε: A = 2(x2 + 2xy + y2) − (x2 − 2xy + y2) − 6xy − y2 =  𝑥𝑥2  

β) Παρατηρούμε ότι αν θέσουμε στην α) όπου x = 2021 και y=1 προκύπτει ότι το 

αριστερό μέλος είναι της μορφής: 2(x2 + 2xy + y2) − (x2 − 2xy + y2)− 6xy − y2 άρα 

θα είναι ίσο με το Α, επομένως και ίσο με το 𝑥𝑥2 = 20212 επομένως ο ζητούμενος 

φυσικός είναι ο 2021. 
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α)  

i. Η ακολουθία ( )  είναι αριθμητική πρόοδοσ αφοφ κάθε όροσ τησ, πζραν του 

1ου, προκφπτει από τον προηγοφμενο με πρόςθεςη του αριθμοφ 2, με 1 1   
και 2   οπότε ο γενικόσ τησ όροσ είναι  

1 ( 1) 1 ( 1) 2 1 2 2 2 1                   . 

ii. Η ακολουθία ( )  είναι αριθμητική πρόοδοσ αφοφ κάθε όροσ τησ, πζραν του 

1ου, προκφπτει από τον προηγοφμενο με πρόςθεςη του αριθμοφ -2, με 1 13 

και 2    οπότε ο γενικόσ τησ όροσ είναι  

1 ( 1) 13 ( 1) ( 2) 13 2 2 15 2 .                     

β) Έςτω ότι διάβαςε το βιβλίο ςε   μζρεσ. Τότε 1 2 1 2... ...            

δηλαδή :  

   2 1 ( 1) 2 2 13 ( 1) ( 2)
2 2

             
  

και ιςοδφναμα:     2 2 2 26 2 2
2 2
        

 ,  

δηλαδή  28 22
2 2

    
 . 

Και αφοφ 0  , θα είναι 2 28 2   , δηλαδή 4 28  και τελικά 7  . 

γ) Προφανώσ ανεξάρτητα από τον τρόπο που διάβαςε το βιβλίο, το πλήθοσ των 

ςελίδων του βιβλίου είναι το  
7

2 1 (7 1) 2 7
49

2
S

    
  .  

δ) Για κάθε 1,2,...,7  ,  

είναι 8 1 (8 1) ( 2) 13 16 2 2 2 1                    .  
 

ΛΥΣΗ 

α)  

i. Η ακολουθία ( )  είναι αριθμητική πρόοδοσ αφοφ κάθε όροσ τησ, πζραν του 

1ου, προκφπτει από τον προηγοφμενο με πρόςθεςη του αριθμοφ 2, με 1 1   
και 2   οπότε ο γενικόσ τησ όροσ είναι  

1 ( 1) 1 ( 1) 2 1 2 2 2 1                   . 

ii. Η ακολουθία ( )  είναι αριθμητική πρόοδοσ αφοφ κάθε όροσ τησ, πζραν του 

1ου, προκφπτει από τον προηγοφμενο με πρόςθεςη του αριθμοφ -2, με 1 13 

και 2    οπότε ο γενικόσ τησ όροσ είναι  

1 ( 1) 13 ( 1) ( 2) 13 2 2 15 2 .                     

β) Έςτω ότι διάβαςε το βιβλίο ςε   μζρεσ. Τότε 1 2 1 2... ...            

δηλαδή :  

   2 1 ( 1) 2 2 13 ( 1) ( 2)
2 2

             
  

και ιςοδφναμα:     2 2 2 26 2 2
2 2
        

 ,  

δηλαδή  28 22
2 2

    
 . 

Και αφοφ 0  , θα είναι 2 28 2   , δηλαδή 4 28  και τελικά 7  . 

γ) Προφανώσ ανεξάρτητα από τον τρόπο που διάβαςε το βιβλίο, το πλήθοσ των 

ςελίδων του βιβλίου είναι το  
7

2 1 (7 1) 2 7
49

2
S

    
  .  

δ) Για κάθε 1,2,...,7  ,  

είναι 8 1 (8 1) ( 2) 13 16 2 2 2 1                    .  
 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

255

322  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Αφοφ το ςθμείο Μ(x,y) κινείται ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f  ιςχφει ότι  

16( ) 0y f x
x

   . Οι ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου Β είναι Β(x, 0) και του ςθμείου Α(0, 16
x

). 

Το ορκογώνιο ΟΑΜΒ ζχει εμβαδόν (ΟΑΜΒ) = 16( ) ( ) 16x
x

     
 

τετραγωνικζσ 

μονάδεσ και περίμετρο 16 32( ) 2( ) 2( ) 2 2 2 , 0x x x x
x x

            .  

β) Αναηθτοφμε τισ τιμζσ του 0x   για τισ οποίεσ ( ) 20x   δθλαδι 
322 20x
x

   και 

ιςοδφναμα 22 32 20x x   δθλαδι 22 20 32 0x x    και τελικά 2 10 16 0x x   . 

Η εξίςωςθ αυτι ζχει ρίηεσ τισ 2x   ι 8x   αφοφ 2 8 10S    και 2 8 16P    .  

Για 2x   είναι 16 8
2

y    οπότε Μ1(2 , 8). 

Για 8x   είναι 16 2
8

y  
 
οπότε Μ2(8 , 2). 

γ)  

i. Το ΟΑΜ΄Β είναι τετράγωνο αν και μόνο αν (ΟΑ) = (ΟΒ) δθλαδι ιςοδφναμα αν 16 x
x


οπότε
 

2 16x   και επειδι 0x   ζχουμε ότι 4x  .  

ii. Θα δείξουμε ότι ( ) (4)x   για κάκε 0x  , δθλαδι ιςοδφναμα  

322 16x
x

   και επειδι 0x  ζχουμε ιςοδφναμα 22 32 16x x   δθλαδι 22 32 16 0x x  

δθλαδι 2 16 8 0x x   και τελικά 2( 4) 0x   που ιςχφει για κάκε 0x  , με τθν ιςότθτα να 

ιςχφει μόνο για 4x  , που ςθμαίνει ότι από όλα τα ορκογώνια ΟΑΜΒ τθ μικρότερθ 

περίμετρο τθν ζχει το τετράγωνο ΟΑΜ΄Β. 

ΛΥΣΗ 

α) Αφοφ το ςθμείο Μ(x,y) κινείται ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f  ιςχφει ότι  

16( ) 0y f x
x

   . Οι ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου Β είναι Β(x, 0) και του ςθμείου Α(0, 16
x

). 

Το ορκογώνιο ΟΑΜΒ ζχει εμβαδόν (ΟΑΜΒ) = 16( ) ( ) 16x
x

     
 

τετραγωνικζσ 

μονάδεσ και περίμετρο 16 32( ) 2( ) 2( ) 2 2 2 , 0x x x x
x x

            .  

β) Αναηθτοφμε τισ τιμζσ του 0x   για τισ οποίεσ ( ) 20x   δθλαδι 
322 20x
x

   και 

ιςοδφναμα 22 32 20x x   δθλαδι 22 20 32 0x x    και τελικά 2 10 16 0x x   . 

Η εξίςωςθ αυτι ζχει ρίηεσ τισ 2x   ι 8x   αφοφ 2 8 10S    και 2 8 16P    .  

Για 2x   είναι 16 8
2

y    οπότε Μ1(2 , 8). 

Για 8x   είναι 16 2
8

y  
 
οπότε Μ2(8 , 2). 

γ)  

i. Το ΟΑΜ΄Β είναι τετράγωνο αν και μόνο αν (ΟΑ) = (ΟΒ) δθλαδι ιςοδφναμα αν 16 x
x


οπότε
 

2 16x   και επειδι 0x   ζχουμε ότι 4x  .  

ii. Θα δείξουμε ότι ( ) (4)x   για κάκε 0x  , δθλαδι ιςοδφναμα  

322 16x
x

   και επειδι 0x  ζχουμε ιςοδφναμα 22 32 16x x   δθλαδι 22 32 16 0x x  

δθλαδι 2 16 8 0x x   και τελικά 2( 4) 0x   που ιςχφει για κάκε 0x  , με τθν ιςότθτα να 

ιςχφει μόνο για 4x  , που ςθμαίνει ότι από όλα τα ορκογώνια ΟΑΜΒ τθ μικρότερθ 

περίμετρο τθν ζχει το τετράγωνο ΟΑΜ΄Β. 
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ΛΥΣΗ 

α) Η ευκεία y = 7 είναι παράλλθλθ ςτον x΄x και τζμνει τον y΄y ςτο ςθμείο (0,7) και όπωσ 

βλζπουμε από το ςχιμα ζχει 2 κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f . 

Το πλικοσ των κοινών ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τθν ευκεία y = 7 είναι 

ίςο με το πλικοσ των διαφορετικών ριηών τθσ εξίςωςθσ ( ) 7f x  . Είναι  

2 2( ) 7 4 5 7 0 4 2 0f x x x x x          . 
Η εξίςωςθ αυτι είναι 2ου βακμοφ με διακρίνουςα Δ = 24 > 0 που ςθμαίνει ότι ζχει δφο 

ρίηεσ άνιςεσ και επομζνωσ αποδείχτθκε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζχει με τθν ευκεία 

y = 7 ακριβώσ δφο κοινά ςθμεία.      

β) 

i. Η ευκεία  y = λ είναι παράλλθλθ ςτον x΄x και τζμνει τον y΄y ςτο  ςθμείο (0 , λ).

Από το ςχιμα βλζπουμε ότι το πλικοσ των κοινών ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ 

τθσ f  με τθν ευκεία y = λ για τισ διάφορεσ τιμζσ του  , εξαρτάται από το αν θ τιμι 

του λ είναι μεγαλφτερθ, μικρότερθ ι ίςθ με 1, διότι με βάςθ το ςχιμα βλζπουμε ότι θ 

μικρότερθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ είναι 1. Συγκεκριμζνα βλζπουμε από το ςχιμα ότι:  

 αν  λ < 1 θ ευκεία y = λ δεν ζχει κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f ,

 αν  λ = 1 θ ευκεία y = λ ζχει ζνα κοινό ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f ,

 αν  λ > 1 θ ευκεία y = λ ζχει δφο κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f .
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α) Η ευκεία y = 7 είναι παράλλθλθ ςτον x΄x και τζμνει τον y΄y ςτο ςθμείο (0,7) και όπωσ 
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i. Η ευκεία  y = λ είναι παράλλθλθ ςτον x΄x και τζμνει τον y΄y ςτο  ςθμείο (0 , λ).

Από το ςχιμα βλζπουμε ότι το πλικοσ των κοινών ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ 

τθσ f  με τθν ευκεία y = λ για τισ διάφορεσ τιμζσ του  , εξαρτάται από το αν θ τιμι 

του λ είναι μεγαλφτερθ, μικρότερθ ι ίςθ με 1, διότι με βάςθ το ςχιμα βλζπουμε ότι θ 

μικρότερθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ είναι 1. Συγκεκριμζνα βλζπουμε από το ςχιμα ότι:  
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 αν  λ = 1 θ ευκεία y = λ ζχει ζνα κοινό ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f ,

 αν  λ > 1 θ ευκεία y = λ ζχει δφο κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f .

ii. Το πλικοσ των κοινών ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τθν ευκεία y = λ 

για τισ διάφορεσ τιμζσ του  , είναι το ίδιο με το πλικοσ των διαφορετικών ριηών 

τθσ εξίςωςθσ 2( ) 4 5 0f x x x        για τισ διάφορεσ τιμζσ του  .  

Η εξίςωςθ αυτι είναι 2ου βακμοφ ωσ προσ x με διακρίνουςα   
2( 4) 4(5 ) 16 20 4 4 4 4( 1)               . 

Το πλικοσ των ριηών τθσ εξίςωςθσ εξαρτάται από το πρόςθμο τθσ διακρίνουςασ. 

Συγκεκριμζνα : 

 αν λ < 1 τότε Δ < 0 οπότε θ εξίςωςθ είναι αδφνατθ και επομζνωσ θ ευκεία y = λ δεν 

ζχει κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f , 

 αν λ = 1 τότε Δ = 0 οπότε θ εξίςωςθ ζχει 1 διπλι ρίηα και επομζνωσ θ ευκεία y = λ 

ζχει ζνα κοινό ςθμείο με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f , 

 αν λ > 1 τότε Δ > 0 οπότε θ εξίςωςθ ζχει 2 ρίηεσ άνιςεσ και επομζνωσ θ ευκεία y = λ 

ζχει δφο κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f . 

γ) Αφοφ θ ευκεία y = λ τζμνει τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f ςε δφο ςθμεία με τετμθμζνεσ 

1 2,x x  με 1 2x x  ςυμπεραίνουμε αφενόσ ότι λ > 1 και αφετζρου ότι οι αρικμοί 1 2,x x  κα είναι 

οι ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ 2( ) 4 5 0f x x x       .  
Η εξίςωςθ αυτι για λ > 1 ζχει δφο ρίηεσ άνιςεσ και ζχουμε ότι 

1 2
4 4

1
x x 




      .   
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α) Είναι   

                𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
|𝑥𝑥 − 1| − |3 − 3𝑥𝑥| + |2𝑥𝑥 − 4|

2 =
|𝑥𝑥 − 1| − 3|1 − 𝑥𝑥| + 2|𝑥𝑥 − 2|

2 =

=
|𝑥𝑥 − 1| − 3|𝑥𝑥 − 1| + 2|𝑥𝑥 − 2|

2 = 2|𝑥𝑥 − 2| − 2|𝑥𝑥 − 1|
2 =

= 2(|𝑥𝑥 − 2| − |𝑥𝑥 − 1|)
2 = |𝑥𝑥 − 2| − |𝑥𝑥 − 1| = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 2) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 1). 

 β) Η εξίσωση   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 2) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 1) = 0 ⇔ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 2) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 1). 

Αν 𝛭𝛭 το σημείο του άξονα που αντιστοιχεί στη λύση 𝑥𝑥 της παραπάνω εξίσωσης, αυτό θα 

πρέπει να ισαπέχει από τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 και κατά συνέπεια θα είναι το μέσο του τμήματος 

𝛢𝛢𝛢𝛢. Άρα  𝑥𝑥 = 3
2. 

γ) Έχουμε 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇔ |𝑥𝑥 − 2| = |𝑥𝑥 − 1| ⇔ {
𝑥𝑥 − 2 = 𝑥𝑥 − 1 ⇔ −2 = −1  

ή
𝑥𝑥 − 2 = −𝑥𝑥 + 1 ⇔ 2𝑥𝑥 = 3 ⇔ 𝑥𝑥 = 3

2 .
 

Η πρώτη εξίσωση είναι αδύνατη. Άρα 𝑥𝑥 = 3
2. 
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α) Για να υπάρχουν δύο σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον 

άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 θα πρέπει η εξίσωση  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 να έχει δύο ρίζες πραγματικές άνισες. 

Άρα 𝛥𝛥 > 0 ⇔ (𝜆𝜆 − 1)2 + 16𝜆𝜆2 > 0 που ισχύει για κάθε 𝜆𝜆𝜆𝜆 ℝ σαν άθροισμα μη αρνητικών 

αριθμών οι οποίοι δεν μηδενίζονται συγχρόνως.           

β) Το γινόμενο των ριζών του τριωνύμου 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − (𝜆𝜆 − 1)𝑥𝑥 − 4𝜆𝜆2 είναι  𝑃𝑃 = −4𝜆𝜆2 < 0, 

αφού 𝜆𝜆 ≠ 0. 

Άρα η εξίσωση έχει δύο ρίζες ετερόσημες για κάθε 𝜆𝜆 ≠ 0. 

γ) Το συμμετρικό του σημείου 𝛢𝛢 ως προς τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 είναι 𝛢𝛢′(4, −4) και για να ανήκει στη 

γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 θα ισχύει : 

 𝑓𝑓(4) = −4 ⇔ 16 − 4(𝜆𝜆 − 1) − 4𝜆𝜆2 = −4 ⇔ 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 − 6 = 0 ⇔ 𝜆𝜆 = 2 ή 𝜆𝜆 = −3. 

δ) Για  𝜆𝜆 = −1  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 4 

Πρέπει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 ⇔ 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 4 < 0   

Το τριώνυμο έχει:               𝛥𝛥 = 4 + 16 = 20  

και ρίζες:                   𝑥𝑥1,2 = −2±√20
2 = −2±2√5

2 = −1 ± √5 

Aφού 𝛼𝛼 = 1 > 0  το πρόσημο των τιμών του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

𝑥𝑥 −∞                       −1 − √5                                 −1 + √5                         +∞ 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 4                +                 0                      −                 0                    + 

 

Άρα 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 για 𝑥𝑥𝑥𝑥 (−1 − √5, −1 + √5). 
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α)  

i. Ισχύει ότι 𝑓𝑓(0) = −1 ⇔ 02 + 2 ⋅ 𝜆𝜆 ⋅ 0 + 𝛾𝛾 = −1 ⇔ 𝛾𝛾 = −1               

ii. Για να μην είναι η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 κάτω από την ευθεία 𝑦𝑦 = −𝜆𝜆2 − 1 

αρκεί: 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ −𝜆𝜆2 − 1 ⇔ 𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥 − 1 ≥ −𝜆𝜆2 − 1 ⇔ 𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥 + 𝜆𝜆2 ≥ 0, 

η οποία γράφεται (𝑥𝑥 + 𝜆𝜆)2 ≥ 0 που ισχύει.               

β) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 είναι 

οι λύσεις της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥 − 1 = 0.  

Η διακρίνουσα είναι: 

𝛥𝛥 = (2𝜆𝜆)2 − 4(−1) = 4𝜆𝜆2 + 4 = 4(𝜆𝜆2 + 1) > 0, 

 άρα η εξίσωση έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες οπότε η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 τέμνει 

τον 𝑥𝑥′𝑥𝑥 σε δύο σημεία. 

Οι τετμημένες των σημείων είναι: 

𝑥𝑥1,2 = −2𝜆𝜆±√4(𝜆𝜆2+1)
2 = −𝜆𝜆 ± √𝜆𝜆2 + 1 ⇔ {𝑥𝑥1 = −𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1

𝑥𝑥2 = −𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1
. 

Επίσης, −√𝜆𝜆2 + 1 < √𝜆𝜆2 + 1 άρα −𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1 < −𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1 . 

Οπότε τα σημεία είναι τα 𝛢𝛢(−𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1, 0) και 𝛣𝛣(−𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1, 0). 

γ) Η απόσταση των 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 είναι: 

 (𝛢𝛢𝛢𝛢) = |𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1| = |−𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1 − (−𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1)| = |2√𝜆𝜆2 + 1|. 
Οπότε: 

(𝛢𝛢𝛢𝛢) ≥ 2 ⇔ |2√𝜆𝜆2 + 1| ≥ 2 ⇔ √𝜆𝜆2 + 1 ≥ 1 ⇔ 

𝜆𝜆2 + 1 ≥ 1 ⇔ 𝜆𝜆2 ≥ 0  

που ισχύει. 
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i. Ισχύει ότι 𝑓𝑓(0) = −1 ⇔ 02 + 2 ⋅ 𝜆𝜆 ⋅ 0 + 𝛾𝛾 = −1 ⇔ 𝛾𝛾 = −1               

ii. Για να μην είναι η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 κάτω από την ευθεία 𝑦𝑦 = −𝜆𝜆2 − 1 
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 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ −𝜆𝜆2 − 1 ⇔ 𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥 − 1 ≥ −𝜆𝜆2 − 1 ⇔ 𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥 + 𝜆𝜆2 ≥ 0, 
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β) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 είναι 

οι λύσεις της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥 − 1 = 0.  

Η διακρίνουσα είναι: 

𝛥𝛥 = (2𝜆𝜆)2 − 4(−1) = 4𝜆𝜆2 + 4 = 4(𝜆𝜆2 + 1) > 0, 

 άρα η εξίσωση έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες οπότε η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 τέμνει 

τον 𝑥𝑥′𝑥𝑥 σε δύο σημεία. 

Οι τετμημένες των σημείων είναι: 

𝑥𝑥1,2 = −2𝜆𝜆±√4(𝜆𝜆2+1)
2 = −𝜆𝜆 ± √𝜆𝜆2 + 1 ⇔ {𝑥𝑥1 = −𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1

𝑥𝑥2 = −𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1
. 

Επίσης, −√𝜆𝜆2 + 1 < √𝜆𝜆2 + 1 άρα −𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1 < −𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1 . 

Οπότε τα σημεία είναι τα 𝛢𝛢(−𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1, 0) και 𝛣𝛣(−𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1, 0). 

γ) Η απόσταση των 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 είναι: 

 (𝛢𝛢𝛢𝛢) = |𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1| = |−𝜆𝜆 + √𝜆𝜆2 + 1 − (−𝜆𝜆 − √𝜆𝜆2 + 1)| = |2√𝜆𝜆2 + 1|. 
Οπότε: 

(𝛢𝛢𝛢𝛢) ≥ 2 ⇔ |2√𝜆𝜆2 + 1| ≥ 2 ⇔ √𝜆𝜆2 + 1 ≥ 1 ⇔ 

𝜆𝜆2 + 1 ≥ 1 ⇔ 𝜆𝜆2 ≥ 0  

που ισχύει. 
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α) Αφού 3 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 5, θα έχουμε 𝑥𝑥 − 5 ≤ 5 − 5, άρα 𝑥𝑥 − 5 ≤ 0. Ακόμα 3 ≤ 𝑥𝑥, οπότε 

 3 − 2 ≤ 𝑥𝑥 − 2, άρα 1 ≤ 𝑥𝑥 − 2. Ώστε 𝑥𝑥 − 2 > 0. 

β) Γνωρίζουμε ότι αν 𝑦𝑦 ≥ 0, τότε |𝑦𝑦| = 𝑦𝑦 ενώ αν 𝑦𝑦 ≤ 0, τότε |𝑦𝑦| = − 𝑦𝑦. Έτσι η δοθείσα 

εξίσωση γράφεται 𝑥𝑥 − 2 − (5 − 𝑥𝑥) = 2, άρα 𝑥𝑥 − 2 − 5 + 𝑥𝑥 = 2, οπότε 2𝑥𝑥 = 9. Τελικά 

𝑥𝑥 = 9
2, λύση η οποία είναι δεκτή, αφού 92 = 4,5 ∈ [3,5]. 
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ΛΥΣΗ 

α) Προφανώς 𝛼𝛼1 = 𝑆𝑆1 = 2 ∙ 12 + 3 ∙ 1 = 5. 

β) Θέτοντας όπου 𝜈𝜈 το 𝜈𝜈 − 1, παίρνουμε: 𝑆𝑆𝑣𝑣−1 = 2(𝑣𝑣 − 1)2 + 3(𝑣𝑣 − 1) = 

2(𝑣𝑣2 − 2𝑣𝑣 + 1) + 3𝑣𝑣 − 3 = 2𝑣𝑣2 − 4𝑣𝑣 + 2 + 3𝑣𝑣 − 3 = 2𝑣𝑣2 − 𝑣𝑣 − 1 για κάθε 𝜈𝜈 ≥ 2. 

γ) Για κάθε 𝜈𝜈 ≥ 2, έχουμε 𝑎𝑎𝑣𝑣 = (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑣𝑣−1 + 𝑎𝑎𝑣𝑣) − (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑣𝑣−1) =  

𝑆𝑆𝑣𝑣 - 𝑆𝑆𝑣𝑣−1 = 2𝑣𝑣2  +  3𝜈𝜈 – (2𝑣𝑣2 − 𝜈𝜈 − 1) = 2𝑣𝑣2  +  3𝜈𝜈 – 2𝑣𝑣2 + 𝜈𝜈 + 1 = 4𝑣𝑣 + 1.  

Αλλά 𝛼𝛼1 = 5 = 4 ∙ 1 + 1.  Ώστε 𝑎𝑎𝑣𝑣 = 4𝜈𝜈 + 1, για κάθε 𝜈𝜈 ≥ 1. 

δ) Για να είναι η ακολουθία (𝛼𝛼𝜈𝜈) αριθμητική πρόοδος, θα πρέπει η διαφορά  

δύο οποιωνδήποτε διαδοχικών όρων να είναι σταθερή. 

Πράγματι: 𝛼𝛼𝑣𝑣+1 − 𝑎𝑎𝑣𝑣 = [4(𝑣𝑣 + 1) + 1] − [4𝑣𝑣 + 1] = 4𝑣𝑣 + 4 + 1 − 4𝑣𝑣 − 1 = 4  

Άρα η διαφορά ω είναι ίση με 4. 
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ΛΥΣΗ 

α) Προφανώς 𝛼𝛼1 = 𝑆𝑆1 = 2 ∙ 12 + 3 ∙ 1 = 5. 

β) Θέτοντας όπου 𝜈𝜈 το 𝜈𝜈 − 1, παίρνουμε: 𝑆𝑆𝑣𝑣−1 = 2(𝑣𝑣 − 1)2 + 3(𝑣𝑣 − 1) = 

2(𝑣𝑣2 − 2𝑣𝑣 + 1) + 3𝑣𝑣 − 3 = 2𝑣𝑣2 − 4𝑣𝑣 + 2 + 3𝑣𝑣 − 3 = 2𝑣𝑣2 − 𝑣𝑣 − 1 για κάθε 𝜈𝜈 ≥ 2. 

γ) Για κάθε 𝜈𝜈 ≥ 2, έχουμε 𝑎𝑎𝑣𝑣 = (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑣𝑣−1 + 𝑎𝑎𝑣𝑣) − (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑣𝑣−1) =  

𝑆𝑆𝑣𝑣 - 𝑆𝑆𝑣𝑣−1 = 2𝑣𝑣2  +  3𝜈𝜈 – (2𝑣𝑣2 − 𝜈𝜈 − 1) = 2𝑣𝑣2  +  3𝜈𝜈 – 2𝑣𝑣2 + 𝜈𝜈 + 1 = 4𝑣𝑣 + 1.  

Αλλά 𝛼𝛼1 = 5 = 4 ∙ 1 + 1.  Ώστε 𝑎𝑎𝑣𝑣 = 4𝜈𝜈 + 1, για κάθε 𝜈𝜈 ≥ 1. 

δ) Για να είναι η ακολουθία (𝛼𝛼𝜈𝜈) αριθμητική πρόοδος, θα πρέπει η διαφορά  

δύο οποιωνδήποτε διαδοχικών όρων να είναι σταθερή. 

Πράγματι: 𝛼𝛼𝑣𝑣+1 − 𝑎𝑎𝑣𝑣 = [4(𝑣𝑣 + 1) + 1] − [4𝑣𝑣 + 1] = 4𝑣𝑣 + 4 + 1 − 4𝑣𝑣 − 1 = 4  

Άρα η διαφορά ω είναι ίση με 4. 
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α) Η ακολουθία (  ) είναι αριθμητική πρόοδος, διότι η διαφορά δυο οποιωνδήποτε 

διαδοχικών όρων της είναι σταθερή: 

 1 10 3( 1) (10 3 ) 10 3 3 10 3 3                   . 

Ο πρώτος όρος της προόδου είναι 1 10 3 1 13      και η διαφορά 3   . 

β) Πρέπει να βρούμε για ποιες τιμές του    ισχύει:  

14 401
14 10 3 401
4 3 391
4 391
3 3
1, 3 130, 3










  

   
  

  

 

 

Οι όροι της αριθμητικής προόδου που είναι μεταξύ των αριθμών 14 και 401, είναι οι

2 3 130, ,...,    που είναι 129 όροι. 

γ) Έχουμε: 

2 3 130...      130 1 1 1
130 (2 129 ) 65(2 13 129 3) 13 26832
2

S               , 

ή εναλλακτικά, αν θεωρήσουμε τον 2 πρώτο όρο, έχουμε άθροισμα 129 πρώτων όρων και: 

2 3 130 129 2 2 1

1

129... (2 128 ) 129( 64 ) 129( 64 )
2

129( 65 ) 129(13 65 3) 26832.

S a        

 

           

     
 

 330  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η παράσταση Α ορίζεται όταν : 

1 0

1
1

x

x
x

  

 

 

 

και η παράσταση Β όταν:  

2 0

2
2

x

x
x

  

 

 

 

β) Έχουμε: 22 4 3 4 3x x x x       . Θέτουμε x   , οπότε  

                                                    2 24 3 4 3x x         , 

που είναι τριώνυμο με ρίζες των οποίων το άθροισμα είναι 4
1




  


= 4 και το γινόμενο 

είναι 3
1





 


3, οπότε 1 3  και 2 1  . Άρα  

2 4 3 ( 1)( 3)           

και  
2 4 3 ( 1)( 3)x x x x       . 

Συνεπώς: 
2- 4 -3 ( 1)( 3)

3
-1 ( 1)

x x x x
x

x x
   

    


. 

Για την παράσταση   έχουμε: 
22 24 4 4 4 ( 2)

2
2 2 ( 2)

x x x x x
x

x x x
    

     
  

. 

γ) Η ανίσωση γίνεται: 

2 2

2 2

2 2

2 ( , 4) 5
2 3 2 4 5

2 5 2 4 5

4

4

( 4)
8 16

2

d x
x x x

x x

x x

x x

x x
x x x
x

   

      

    

  

  

  

   

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ΤΜ

ΛΥΣΗ 

α) Η παράσταση Α ορίζεται όταν : 

1 0

1
1

x

x
x

  

 

 

 

και η παράσταση Β όταν:  

2 0

2
2

x

x
x

  

 

 

 

β) Έχουμε: 22 4 3 4 3x x x x       . Θέτουμε x   , οπότε  

                                                    2 24 3 4 3x x         , 

που είναι τριώνυμο με ρίζες των οποίων το άθροισμα είναι 4
1




  


= 4 και το γινόμενο 

είναι 3
1





 


3, οπότε 1 3  και 2 1  . Άρα  

2 4 3 ( 1)( 3)           

και  
2 4 3 ( 1)( 3)x x x x       . 

Συνεπώς: 
2- 4 -3 ( 1)( 3)

3
-1 ( 1)

x x x x
x

x x
   

    


. 

Για την παράσταση   έχουμε: 
22 24 4 4 4 ( 2)

2
2 2 ( 2)

x x x x x
x

x x x
    

     
  

. 

γ) Η ανίσωση γίνεται: 

2 2

2 2

2 2

2 ( , 4) 5
2 3 2 4 5

2 5 2 4 5

4

4

( 4)
8 16

2

d x
x x x

x x

x x

x x

x x
x x x
x

   

      

    

  

  

  

   

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Δεδομένου ότι για να έχει νόημα η ανίσωση πρέπει 1x    και 2x   , τελικά η ανίσωση 

αληθεύει για 

( , 2) ( 2, 1) ( 1,1) (1, 2)x         . 
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α) Έχουμε: 1 2 2 1 2 1 3x x x           . 

Για να λύσουμε την ανίσωση  2 3 2 0x x   , θα βρούμε πρώτα τις ρίζες 1x  και 2x   του 

τριωνύμου. Έχουμε λοιπόν: 1 2 3x x 



    και  1 2 2x x 


   , οπότε 1 1x  και 2 2x  .  

Στη συνέχεια κατασκευάζουμε τον πίνακα προσήμου για το τριώνυμο 2 3 2x x  , με 

1 0   : 

 

 

 

 

Οπότε η ανίσωση αληθεύει για ( , 1] [2, )x    . 

β) Με χρήση του άξονα των πραγματικών αριθμών,  

 

 

 

 

βλέπουμε ότι οι ανισώσεις συναληθεύουν για ( 1,1] [2, 3)x   . 

γ) Εφόσον οι αριθμοί 1 και 2 , με 1 2  , ανήκουν στο σύνολο των κοινών λύσεων των 

ανισώσεων, θα ισχύει: 1 2, ( 1,1] [2, 3)     .  

i. Αν 1 2, ( 1,1]    , τότε: 1

2

1 1
3 3 3




   
    

 και προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει: 

1 24 3 4     , συνεπώς 1 231 1
4

 
    και ο αριθμός 1 23

4
   είναι κοινή 

λύση των ανισώσεων. 

ii. Αν 1 ( 1,1]    και 2 [2, 3)  , τότε: 1

2

1 1
6 3 9




   
   

, και προσθέτοντας κατά μέλη 

προκύπτει: 1 25 3 10    , συνεπώς 1 235 5
4 4 2

 
   και ο αριθμός 1 23

4
   

είναι κοινή λύση των ανισώσεων μόνο εάν 1 23 52
4 2

 
  . 
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ΤΜ

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε: 1 2 2 1 2 1 3x x x           . 

Για να λύσουμε την ανίσωση  2 3 2 0x x   , θα βρούμε πρώτα τις ρίζες 1x  και 2x   του 

τριωνύμου. Έχουμε λοιπόν: 1 2 3x x 



    και  1 2 2x x 


   , οπότε 1 1x  και 2 2x  .  

Στη συνέχεια κατασκευάζουμε τον πίνακα προσήμου για το τριώνυμο 2 3 2x x  , με 

1 0   : 

 

 

 

 

Οπότε η ανίσωση αληθεύει για ( , 1] [2, )x    . 

β) Με χρήση του άξονα των πραγματικών αριθμών,  

 

 

 

 

βλέπουμε ότι οι ανισώσεις συναληθεύουν για ( 1,1] [2, 3)x   . 

γ) Εφόσον οι αριθμοί 1 και 2 , με 1 2  , ανήκουν στο σύνολο των κοινών λύσεων των 

ανισώσεων, θα ισχύει: 1 2, ( 1,1] [2, 3)     .  

i. Αν 1 2, ( 1,1]    , τότε: 1

2

1 1
3 3 3




   
    

 και προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει: 

1 24 3 4     , συνεπώς 1 231 1
4

 
    και ο αριθμός 1 23

4
   είναι κοινή 

λύση των ανισώσεων. 

ii. Αν 1 ( 1,1]    και 2 [2, 3)  , τότε: 1

2

1 1
6 3 9




   
   

, και προσθέτοντας κατά μέλη 

προκύπτει: 1 25 3 10    , συνεπώς 1 235 5
4 4 2

 
   και ο αριθμός 1 23

4
   

είναι κοινή λύση των ανισώσεων μόνο εάν 1 23 52
4 2

 
  . 
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α) Είναι 2 3   οπότε 3 0    και άρα 3 3    .  

Επίςησ είναι 2 1     οπότε 2 0    και άρα 2 2    .  

β) Με πρόςθεςη κατά μέλη των 2 3   και 2 1     έχουμε ότι 0 2    .  

γ) Από το β) ερώτημα έχουμε ότι 0 2     οπότε       . 

Συνεπώσ η παράςταςη γίνεται :    

3 2 3 ( 2) 3 2 1                             .                                                                  
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α) Η κλίςθ τθσ ευκείασ   είναι 4 0 4
3 0 3

 
 


 και θ ηθτοφμενθ ευκεία ζχει εξίςωςθ   

4
3

y x . 

β)  

i. Το ςθμείο   ανικει ςτθν ευκεία ΟΜ οπότε οι ςυντεταγμζνεσ του   επαλθκεφουν 

τθν εξίςωςθ τθσ  , δθλαδι ιςχφει ότι : 4 ( 3) 4
3

       . 

ii. Τα ςθμεία (3,4) και ( 3, 4)    ζχουν αντίκετεσ ςυντεταγμζνεσ, οπότε είναι 

ςυμμετρικά ωσ προσ το  . 
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α) Η απόςταςη ( , )d       των αριθμών   και   πάνω ςτον άξονα των πραγματικών 

αριθμών φαίνεται ςτο παρακάτω ςχήμα.  

 
i. Από τον άξονα και αφοφ ο   δεν μπορεί να πάρει τιμή μικρότερη (πιο αριςτερά) του 1 

και ο   δεν μπορεί να πάρει τιμή μεγαλφτερη (πιο δεξιά) του 4, ςυμπεραίνουμε ότι η 

μεγαλφτερη τιμή τησ ( , )d    είναι 3 (μάλιςτα ( , ) 3d     όταν 1   και 4  ), 

δηλαδή ( , ) 3d    .  

ii. Είναι 1 2 1 2 2 1                .  

Με πρόςθεςη κατά μζλη των 2 4 , 2 1         ζχουμε ότι 

2 2 4 1 0 3            . 

Αφοφ 0     είναι 3        οπότε ( , ) 3d    .  

β)  

i. Δεδομζνου ότι 1 2   και 2 4   ζχουμε ότι οι αριθμοί ,   είναι θετικοί και 

αφοφ 2    είναι και   .  

Ζτςι αφοφ    και 0   ζχουμε ότι  
 
  δηλαδή 1 


 .  

Επίςησ αφοφ    και 0   ζχουμε ότι 
 
 
  δηλαδή 1


 . 

Τελικά 1 
 
  .  

ii. Αφοφ δείξαμε ότι 1 
 
   ζχουμε ότι 1 0


   οπότε 1 1 

 
    και  

1 0

  οπότε 1 1 

 
   .  

Συνεπώσ 
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α) Η απόςταςη ( , )d       των αριθμών   και   πάνω ςτον άξονα των πραγματικών 

αριθμών φαίνεται ςτο παρακάτω ςχήμα.  

 
i. Από τον άξονα και αφοφ ο   δεν μπορεί να πάρει τιμή μικρότερη (πιο αριςτερά) του 1 

και ο   δεν μπορεί να πάρει τιμή μεγαλφτερη (πιο δεξιά) του 4, ςυμπεραίνουμε ότι η 

μεγαλφτερη τιμή τησ ( , )d    είναι 3 (μάλιςτα ( , ) 3d     όταν 1   και 4  ), 

δηλαδή ( , ) 3d    .  

ii. Είναι 1 2 1 2 2 1                .  

Με πρόςθεςη κατά μζλη των 2 4 , 2 1         ζχουμε ότι 

2 2 4 1 0 3            . 

Αφοφ 0     είναι 3        οπότε ( , ) 3d    .  

β)  

i. Δεδομζνου ότι 1 2   και 2 4   ζχουμε ότι οι αριθμοί ,   είναι θετικοί και 

αφοφ 2    είναι και   .  

Ζτςι αφοφ    και 0   ζχουμε ότι  
 
  δηλαδή 1 


 .  

Επίςησ αφοφ    και 0   ζχουμε ότι 
 
 
  δηλαδή 1


 . 

Τελικά 1 
 
  .  

ii. Αφοφ δείξαμε ότι 1 
 
   ζχουμε ότι 1 0


   οπότε 1 1 

 
    και  

1 0

  οπότε 1 1 

 
   .  

Συνεπώσ 

 

2 2

2 2

2

1 1

1 1

0 2

0
.

 
 
 
 

    
 

   
  

 
 

   

   

     

   

   

  



 

Όμωσ 1 2 4     , οπότε για να είναι    θα πρζπει 2   . 
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α) Ξεκινώντας από το δεύτερο μέλος της ισότητας έχουμε: 

(𝛼𝛼 + 2)2 + 1 = 𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼 + 22 + 1 = 𝛼𝛼2 + 4𝛼𝛼 + 5 = 𝛢𝛢 

β) 

i. Ισοδύναμα έχουμε ότι: 

𝛢𝛢 + 𝛣𝛣 ≥ 0 ⇔ 

(𝛼𝛼 + 2)2 + 1 + (2𝛽𝛽 + 1)2 − 1 ≥ 0 ⇔ 

(𝛼𝛼 + 2)2 + (2𝛽𝛽 + 1)2 ≥ 0 , 
που ισχύει ως άθροισμα τετραγώνων. 

ii. Από το ερώτημα β)i) βλέπουμε ότι η ισότητα ισχύει για 

(𝛼𝛼 + 2)2 + (2𝛽𝛽 + 1)2 = 0 

η οποία ισχύει για: 

{(𝛼𝛼 + 2)2 = 0  και  (2𝛽𝛽 + 1)2 = 0} ⇔ 

{𝛼𝛼 = −2 και 𝛽𝛽 = − 1
2}. 
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α) Αφού τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 είναι συμμετρικά ως προς τη διχοτόμο του 1ου και του 3ου 

τεταρτημόριου θα ισχύει 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝑦𝑦𝐴𝐴 και 𝑦𝑦𝐵𝐵 = 𝑥𝑥𝐴𝐴. 

β) Η κλίση της ευθείας 𝜀𝜀 που διέρχεται από τα σημεία 𝛢𝛢 , 𝛣𝛣 δίνεται από τη σχέση: 

𝛼𝛼 = 𝑦𝑦𝐵𝐵 − 𝑦𝑦𝐴𝐴
𝑥𝑥𝐵𝐵 − 𝑥𝑥𝐴𝐴

, 

η οποία για τα 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝑦𝑦𝐴𝐴 και 𝑦𝑦𝐵𝐵 = 𝑥𝑥𝐴𝐴, όπως προκύπτει από το ερώτημα α) γίνεται: 

𝛼𝛼 = 𝑥𝑥𝐴𝐴 − 𝑦𝑦𝐴𝐴
𝑦𝑦𝐴𝐴 − 𝑥𝑥𝐴𝐴

= −1. 

γ)   

i. Από τη σχέση 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝑥𝑥𝛣𝛣 για 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝜅𝜅2 − 3𝜅𝜅 + 1 και 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝜅𝜅 − 2, έχουμε: 

𝜅𝜅2 − 3𝜅𝜅 + 1 = 𝜅𝜅 − 2 ⇔ 

𝜅𝜅2 − 4𝜅𝜅 + 3 = 0. 
Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι 𝛥𝛥 = (−4)2 − 4 ⋅ 3 = 4 > 0 οπότε έχει δύο 

άνισες ρίζες: 

𝜅𝜅1 = 4 − 2
2 = 1 και 𝜅𝜅2 = 4 + 2

2 = 3. 

Επειδή τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 ανήκουν στο 1ο τεταρτημόριο πρέπει 𝑦𝑦𝐴𝐴 > 0 και 𝑥𝑥𝐵𝐵 > 0. 

Για 𝜅𝜅1 = 1 έχουμε 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝑥𝑥𝐵𝐵 = −1 < 0, απορρίπτεται. 

Για 𝜅𝜅2 = 3 έχουμε 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 1 > 0, δεκτή.  

Άρα 𝜅𝜅 = 3. 
Οπότε, τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 έχουν συντεταγμένες (4,1) και (1,4) αντίστοιχα. 

ii. Η ευθεία 𝜀𝜀 έχει εξίσωση της μορφής 𝑦𝑦 = 𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝛽𝛽 και κλίση 𝛼𝛼 = −1, άρα  

𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 𝛽𝛽.  
Επειδή διέρχεται από το σημείο 𝛢𝛢 που για 𝜅𝜅 = 3 έχει συντεταγμένες (4,1), θα ισχύει: 

1 = −4 + 𝛽𝛽 ⇔ 𝛽𝛽 = 5. 
Άρα η εξίσωση της 𝜀𝜀 είναι η 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 5. 

ΛΥΣΗ 

α) Αφού τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 είναι συμμετρικά ως προς τη διχοτόμο του 1ου και του 3ου 

τεταρτημόριου θα ισχύει 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝑦𝑦𝐴𝐴 και 𝑦𝑦𝐵𝐵 = 𝑥𝑥𝐴𝐴. 

β) Η κλίση της ευθείας 𝜀𝜀 που διέρχεται από τα σημεία 𝛢𝛢 , 𝛣𝛣 δίνεται από τη σχέση: 

𝛼𝛼 = 𝑦𝑦𝐵𝐵 − 𝑦𝑦𝐴𝐴
𝑥𝑥𝐵𝐵 − 𝑥𝑥𝐴𝐴

, 

η οποία για τα 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝑦𝑦𝐴𝐴 και 𝑦𝑦𝐵𝐵 = 𝑥𝑥𝐴𝐴, όπως προκύπτει από το ερώτημα α) γίνεται: 

𝛼𝛼 = 𝑥𝑥𝐴𝐴 − 𝑦𝑦𝐴𝐴
𝑦𝑦𝐴𝐴 − 𝑥𝑥𝐴𝐴

= −1. 

γ)   

i. Από τη σχέση 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝑥𝑥𝛣𝛣 για 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝜅𝜅2 − 3𝜅𝜅 + 1 και 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝜅𝜅 − 2, έχουμε: 

𝜅𝜅2 − 3𝜅𝜅 + 1 = 𝜅𝜅 − 2 ⇔ 

𝜅𝜅2 − 4𝜅𝜅 + 3 = 0. 
Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι 𝛥𝛥 = (−4)2 − 4 ⋅ 3 = 4 > 0 οπότε έχει δύο 

άνισες ρίζες: 

𝜅𝜅1 = 4 − 2
2 = 1 και 𝜅𝜅2 = 4 + 2

2 = 3. 

Επειδή τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 ανήκουν στο 1ο τεταρτημόριο πρέπει 𝑦𝑦𝐴𝐴 > 0 και 𝑥𝑥𝐵𝐵 > 0. 

Για 𝜅𝜅1 = 1 έχουμε 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝑥𝑥𝐵𝐵 = −1 < 0, απορρίπτεται. 

Για 𝜅𝜅2 = 3 έχουμε 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝑥𝑥𝐵𝐵 = 1 > 0, δεκτή.  

Άρα 𝜅𝜅 = 3. 
Οπότε, τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 έχουν συντεταγμένες (4,1) και (1,4) αντίστοιχα. 

ii. Η ευθεία 𝜀𝜀 έχει εξίσωση της μορφής 𝑦𝑦 = 𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝛽𝛽 και κλίση 𝛼𝛼 = −1, άρα  

𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 𝛽𝛽.  
Επειδή διέρχεται από το σημείο 𝛢𝛢 που για 𝜅𝜅 = 3 έχει συντεταγμένες (4,1), θα ισχύει: 

1 = −4 + 𝛽𝛽 ⇔ 𝛽𝛽 = 5. 
Άρα η εξίσωση της 𝜀𝜀 είναι η 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 5. 
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α) Η εξίςωςθ (1) είναι 2ου βακμοφ με διακρίνουςα 36 4    και για να ζχει πραγματικζσ 

ρίηεσ πρζπει και αρκεί 0  ιςοδφναμα 36 4 0   οπότε 4 36    και τελικά 9  . 
β)  

i. Αφοφ οι πραγματικοί αρικμοί  ,   ζχουν ςτακερό άκροιςμα 6 και γινόμενο   κα 

είναι ρίηεσ τθσ (1) και αυτό όπωσ δείξαμε ςτο α) ερώτθμα ςυμβαίνει αν και μόνο αν 

9 9      . 

ii. Αφοφ οι πραγματικοί αρικμοί  ,   είναι ρίηεσ τθσ (1), κα είναι    αν και μόνο αν 

θ (1) ζχει δφο ρίηεσ ίςεσ, δθλαδι ιςοδφναμα αν 0   δθλαδι 36 4 0   οπότε 

4 36    και τελικά 9   πράγμα που ςθμαίνει ότι 9   .  

γ) Έςτω  ,   οι διαςτάςεισ τυχαίου ορκογωνίου παραλλθλογράμμου με περίμετρο 12. 

Τότε 2 2 12    δθλαδι 6   . Το εμβαδόν τουσ είναι ίςο με   . 

Δείξαμε ςτο β) ερώτθμα ότι αν για δφο πραγματικοφσ αρικμοφσ  ,   ιςχφει ότι 6   , 

τότε 9    και μάλιςτα 9    αν και μόνο αν   . 

Συνεπώσ θ μεγαλφτερθ τιμι του εμβαδοφ είναι 9 και αυτό ςυμβαίνει αν και μόνο αν οι 

διαςτάςεισ του ορκογωνίου είναι ίςεσ, δθλαδι αν και μόνο αν είναι τετράγωνο.         

ΛΥΣΗ 

α) Η εξίςωςθ (1) είναι 2ου βακμοφ με διακρίνουςα 36 4    και για να ζχει πραγματικζσ 

ρίηεσ πρζπει και αρκεί 0  ιςοδφναμα 36 4 0   οπότε 4 36    και τελικά 9  . 
β)  

i. Αφοφ οι πραγματικοί αρικμοί  ,   ζχουν ςτακερό άκροιςμα 6 και γινόμενο   κα 

είναι ρίηεσ τθσ (1) και αυτό όπωσ δείξαμε ςτο α) ερώτθμα ςυμβαίνει αν και μόνο αν 

9 9      . 

ii. Αφοφ οι πραγματικοί αρικμοί  ,   είναι ρίηεσ τθσ (1), κα είναι    αν και μόνο αν 

θ (1) ζχει δφο ρίηεσ ίςεσ, δθλαδι ιςοδφναμα αν 0   δθλαδι 36 4 0   οπότε 

4 36    και τελικά 9   πράγμα που ςθμαίνει ότι 9   .  

γ) Έςτω  ,   οι διαςτάςεισ τυχαίου ορκογωνίου παραλλθλογράμμου με περίμετρο 12. 

Τότε 2 2 12    δθλαδι 6   . Το εμβαδόν τουσ είναι ίςο με   . 

Δείξαμε ςτο β) ερώτθμα ότι αν για δφο πραγματικοφσ αρικμοφσ  ,   ιςχφει ότι 6   , 

τότε 9    και μάλιςτα 9    αν και μόνο αν   . 

Συνεπώσ θ μεγαλφτερθ τιμι του εμβαδοφ είναι 9 και αυτό ςυμβαίνει αν και μόνο αν οι 

διαςτάςεισ του ορκογωνίου είναι ίςεσ, δθλαδι αν και μόνο αν είναι τετράγωνο.         
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α) Για να ορίηεται θ ςυνάρτθςθ f  πρζπει και αρκεί    

3 2

2 2

0
0 ( 1) 0

1 0 1 1

x
x x x x

x x x


      
       

και  . 

Συνεπώσ το πεδίο οριςμοφ τθσ f  είναι το ςφνολο 

         1,0,1 , 1 1,0 0,1 1,           . 

β) Επειδι το 0  θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  δεν ζχει κοινό ςθμείο με τον y΄y . 

Οι τετμθμζνεσ των κοινών ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τον x΄x  

είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) 0f x   με x .  

Είναι 7 6

6 6

0
( ) 0 0 ( 1) 0

1 0 1 1

x
f x x x x x

x x x


        
       

ι  . 

Επειδι 0 , 1  , 1θ εξίςωςθ ( ) 0f x   είναι αδφνατθ ςτο ςφνολο   και 

επομζνωσ θ γραφικι παράςταςθ τθσ f δεν ζχει κοινό ςθμείο με τον x΄x . 

γ) Είναι 
 
 

    36 2 2 4 27
4 2

3 2 22

1 1 1 1
( ) 1

1 11
x x x x x xx xf x x x

x x x xx x
    

      
  

 για 

κάκε x . 

δ) Είναι 4 2 4 2( ) 3 1 3 2 0f x x x x x         . Θζτουμε 2x   και θ εξίςωςθ 

γίνεται 2 2 0     που ζχει ρίηεσ τισ 1  , 2    αφοφ 1S 


     και 

2P 


   . 

Για 1   ζχουμε 2 1 1x x     που όμωσ δεν ανικουν ςτο πεδίο οριςμοφ  . 

Για 2    ζχουμε 2 2x    που είναι αδφνατθ. 

Συνεπώσ θ εξίςωςθ ( ) 3f x   δεν ζχει λφςθ ςτο ςφνολο  . 

 



ΤΜ
Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

269

ΛΥΣΗ 

α) Για να ορίηεται θ ςυνάρτθςθ f  πρζπει και αρκεί    

3 2

2 2

0
0 ( 1) 0

1 0 1 1

x
x x x x

x x x


      
       

και  . 

Συνεπώσ το πεδίο οριςμοφ τθσ f  είναι το ςφνολο 

         1,0,1 , 1 1,0 0,1 1,           . 

β) Επειδι το 0  θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  δεν ζχει κοινό ςθμείο με τον y΄y . 

Οι τετμθμζνεσ των κοινών ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τον x΄x  

είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) 0f x   με x .  

Είναι 7 6

6 6

0
( ) 0 0 ( 1) 0

1 0 1 1

x
f x x x x x

x x x


        
       

ι  . 

Επειδι 0 , 1  , 1θ εξίςωςθ ( ) 0f x   είναι αδφνατθ ςτο ςφνολο   και 

επομζνωσ θ γραφικι παράςταςθ τθσ f δεν ζχει κοινό ςθμείο με τον x΄x . 

γ) Είναι 
 
 

    36 2 2 4 27
4 2

3 2 22

1 1 1 1
( ) 1

1 11
x x x x x xx xf x x x

x x x xx x
    

      
  

 για 

κάκε x . 

δ) Είναι 4 2 4 2( ) 3 1 3 2 0f x x x x x         . Θζτουμε 2x   και θ εξίςωςθ 

γίνεται 2 2 0     που ζχει ρίηεσ τισ 1  , 2    αφοφ 1S 


     και 

2P 


   . 

Για 1   ζχουμε 2 1 1x x     που όμωσ δεν ανικουν ςτο πεδίο οριςμοφ  . 

Για 2    ζχουμε 2 2x    που είναι αδφνατθ. 

Συνεπώσ θ εξίςωςθ ( ) 3f x   δεν ζχει λφςθ ςτο ςφνολο  . 
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α) Η ςυνάρτθςθ f  ζχει πεδίο οριςμοφ το . Τα ςθμεία ,   είναι τα ςθμεία τομισ 

τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τον x x , οπότε οι τετμθμζνεσ τουσ ,   

αντίςτοιχα είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) 0f x  . Είναι 2( ) 0 3 0f x x x      

που είναι εξίςωςθ 2ου βακμοφ με διακρίνουςα 13   και ρίηεσ τουσ αρικμοφσ 

1 13
2

  και 1 13
2

 . Επειδι το ςθμείο   βρίςκεται αριςτερά του   ςτον άξονα 

x x  είναι    και επειδι προφανώσ 1 13 1 13
2 2

 
 , ζχουμε τελικά ότι 

1 13
2

 
  και 1 13

2
 
 . 

β) Είναι 2( 2) ( 2) 2 3 2 2 3 1 2 0f           , οπότε ( 2) 0f  . 

γ) Όπωσ φαίνεται από το ςχιμα αλλά και όπωσ προκφπτει και αλγεβρικά από τον 

τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ f  που είναι τριώνυμο, θ ςυνάρτθςθ f  παίρνει αρνθτικζσ 

τιμζσ μόνο για τισ τιμζσ του x  που είναι εντόσ των ριηών τθσ, δθλαδι για 

1 13 1 13,
2 2

x
  

  
 

. Αφοφ λοιπόν δείξαμε ςτο β) ερώτθμα ότι ( 2) 0f  , κα 

πρζπει 1 13 1 132 ,
2 2

  
  
 

, δθλαδι 1 13 1 132
2 2

 
  . 

δ) Η παράλλθλθ από το ( , )   ςτον x x  ζχει εξίςωςθ y  . Αφοφ θ ευκεία με 

εξίςωςθ y   ζχει με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζνα κοινό ςθμείο, 

ςυμπεραίνουμε ότι θ εξίςωςθ 2( ) 3 0f x x x        ζχει μία πραγματικι 

ρίηα και αυτό ςυμβαίνει αν και μόνο αν ζχει διακρίνουςα ίςθ με το μθδζν. Είναι 

2 130 ( 1) 4( 3 ) 0 1 12 4 0
4

                 . 

Επίςθσ θ τετμθμζνθ   του ςθμείου   κα είναι θ διπλι ρίηα τθσ εξίςωςθσ 

2( ) 3 0f x x x       , οπότε 1 1
2 1 2

 
  


.  
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α) Η ςυνάρτθςθ f  ζχει πεδίο οριςμοφ το . Τα ςθμεία ,   είναι τα ςθμεία τομισ 

τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τον x x , οπότε οι τετμθμζνεσ τουσ ,   

αντίςτοιχα είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) 0f x  . Είναι 2( ) 0 3 0f x x x      

που είναι εξίςωςθ 2ου βακμοφ με διακρίνουςα 13   και ρίηεσ τουσ αρικμοφσ 

1 13
2

  και 1 13
2

 . Επειδι το ςθμείο   βρίςκεται αριςτερά του   ςτον άξονα 

x x  είναι    και επειδι προφανώσ 1 13 1 13
2 2

 
 , ζχουμε τελικά ότι 

1 13
2

 
  και 1 13

2
 
 . 

β) Είναι 2( 2) ( 2) 2 3 2 2 3 1 2 0f           , οπότε ( 2) 0f  . 

γ) Όπωσ φαίνεται από το ςχιμα αλλά και όπωσ προκφπτει και αλγεβρικά από τον 

τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ f  που είναι τριώνυμο, θ ςυνάρτθςθ f  παίρνει αρνθτικζσ 

τιμζσ μόνο για τισ τιμζσ του x  που είναι εντόσ των ριηών τθσ, δθλαδι για 

1 13 1 13,
2 2

x
  

  
 

. Αφοφ λοιπόν δείξαμε ςτο β) ερώτθμα ότι ( 2) 0f  , κα 

πρζπει 1 13 1 132 ,
2 2

  
  
 

, δθλαδι 1 13 1 132
2 2

 
  . 

δ) Η παράλλθλθ από το ( , )   ςτον x x  ζχει εξίςωςθ y  . Αφοφ θ ευκεία με 

εξίςωςθ y   ζχει με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζνα κοινό ςθμείο, 

ςυμπεραίνουμε ότι θ εξίςωςθ 2( ) 3 0f x x x        ζχει μία πραγματικι 

ρίηα και αυτό ςυμβαίνει αν και μόνο αν ζχει διακρίνουςα ίςθ με το μθδζν. Είναι 

2 130 ( 1) 4( 3 ) 0 1 12 4 0
4

                 . 

Επίςθσ θ τετμθμζνθ   του ςθμείου   κα είναι θ διπλι ρίηα τθσ εξίςωςθσ 

2( ) 3 0f x x x       , οπότε 1 1
2 1 2

 
  


.  

Εναλλακτικά αφοφ το ςθμείο ( , )   ανικει ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζχουμε 

2
2 2 213 13 1 1 1( ) 3 3 0 0 0

4 4 4 2 2
f                               

 
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α) Η ςυνάρτθςθ f  ζχει πεδίο οριςμοφ το . Τα ςθμεία ,   είναι τα ςθμεία τομισ 

τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τον x x , οπότε οι τετμθμζνεσ τουσ ,   

αντίςτοιχα είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) 0f x  . Είναι 2( ) 0 3 0f x x x      

που είναι εξίςωςθ 2ου βακμοφ με διακρίνουςα 13   και ρίηεσ τουσ αρικμοφσ 

1 13
2

  και 1 13
2

 . Επειδι το ςθμείο   βρίςκεται αριςτερά του   ςτον άξονα 

x x  είναι    και επειδι προφανώσ 1 13 1 13
2 2

 
 , ζχουμε τελικά ότι 

1 13
2

 
  και 1 13

2
 
 . 

β) Είναι 2( 2) ( 2) 2 3 2 2 3 1 2 0f           , οπότε ( 2) 0f  . 

γ) Όπωσ φαίνεται από το ςχιμα αλλά και όπωσ προκφπτει και αλγεβρικά από τον 

τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ f  που είναι τριώνυμο, θ ςυνάρτθςθ f  παίρνει αρνθτικζσ 

τιμζσ μόνο για τισ τιμζσ του x  που είναι εντόσ των ριηών τθσ, δθλαδι για 

1 13 1 13,
2 2

x
  

  
 

. Αφοφ λοιπόν δείξαμε ςτο β) ερώτθμα ότι ( 2) 0f  , κα 

πρζπει 1 13 1 132 ,
2 2

  
  
 

, δθλαδι 1 13 1 132
2 2

 
  . 

δ) Η παράλλθλθ από το ( , )   ςτον x x  ζχει εξίςωςθ y  . Αφοφ θ ευκεία με 

εξίςωςθ y   ζχει με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζνα κοινό ςθμείο, 

ςυμπεραίνουμε ότι θ εξίςωςθ 2( ) 3 0f x x x        ζχει μία πραγματικι 

ρίηα και αυτό ςυμβαίνει αν και μόνο αν ζχει διακρίνουςα ίςθ με το μθδζν. Είναι 

2 130 ( 1) 4( 3 ) 0 1 12 4 0
4

                 . 

Επίςθσ θ τετμθμζνθ   του ςθμείου   κα είναι θ διπλι ρίηα τθσ εξίςωςθσ 

2( ) 3 0f x x x       , οπότε 1 1
2 1 2

 
  


.  

Εναλλακτικά αφοφ το ςθμείο ( , )   ανικει ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζχουμε 

2
2 2 213 13 1 1 1( ) 3 3 0 0 0

4 4 4 2 2
f                               

 
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α) 𝑓𝑓(0) = − 0 + √2 = √2. 

𝑓𝑓(√2) = − √2 +  √2 = 0. 

𝑓𝑓(−√2) = − (−√2) + √2 = √2 +  √2 = 2√2.   

[𝑓𝑓(−√2)]2 = (2√2)2 = 22 ∙ (√2)2 = 4 ∙ 2 = 8. 

β) Για 𝑥𝑥 = 0, έχουμε βρει από το α) ερώτημα 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(0) = √2, ενώ για 𝑦𝑦 = 0 παίρνουμε 

 0 = − 𝑥𝑥 +  √2 ⇔ 𝑥𝑥 = √2, δηλαδή 𝑓𝑓(√2) = 0, τιμή που βρέθηκε στο α) ερώτημα. 

 Έτσι, βρήκαμε τα σημεία 𝐵𝐵(0, √2) και 𝐴𝐴(√2, 0), τα οποία είναι αυτά στα οποία η γραφική 
παράσταση τέμνει τους άξονες 𝑦𝑦′𝑦𝑦 και 𝑥𝑥′𝑥𝑥 αντίστοιχα. 

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι της μορφής 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 με 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, (𝛼𝛼 ∙ 𝛽𝛽 ≠ 0) 
οπότε η γραφική της παράσταση θα είναι μια ευθεία που δεν διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων και επομένως αρκεί να σχεδιάσουμε την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α και 
Β. 

 

 

Πληκτρολογήστε την εξίσωση εδώ. 

ΛΥΣΗ 

α) 𝑓𝑓(0) = − 0 + √2 = √2. 

𝑓𝑓(√2) = − √2 +  √2 = 0. 

𝑓𝑓(−√2) = − (−√2) + √2 = √2 +  √2 = 2√2.   

[𝑓𝑓(−√2)]2 = (2√2)2 = 22 ∙ (√2)2 = 4 ∙ 2 = 8. 

β) Για 𝑥𝑥 = 0, έχουμε βρει από το α) ερώτημα 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(0) = √2, ενώ για 𝑦𝑦 = 0 παίρνουμε 

 0 = − 𝑥𝑥 +  √2 ⇔ 𝑥𝑥 = √2, δηλαδή 𝑓𝑓(√2) = 0, τιμή που βρέθηκε στο α) ερώτημα. 

 Έτσι, βρήκαμε τα σημεία 𝐵𝐵(0, √2) και 𝐴𝐴(√2, 0), τα οποία είναι αυτά στα οποία η γραφική 
παράσταση τέμνει τους άξονες 𝑦𝑦′𝑦𝑦 και 𝑥𝑥′𝑥𝑥 αντίστοιχα. 

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι της μορφής 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 με 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, (𝛼𝛼 ∙ 𝛽𝛽 ≠ 0) 
οπότε η γραφική της παράσταση θα είναι μια ευθεία που δεν διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων και επομένως αρκεί να σχεδιάσουμε την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α και 
Β. 

 

 

Πληκτρολογήστε την εξίσωση εδώ. 
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α) Γνωρίζουμε ότι οι αριθμοί α, β, γ, με αυτή τη σειρά, είναι διαδοχικοί όροι μιας αριθμητικής 

προόδου, αν και μόνον αν ισχύει 𝛽𝛽 −  𝛼𝛼 =  𝛾𝛾 –  𝛽𝛽. Έτσι, θα πρέπει να ισχύει ότι 

 𝑥𝑥2  − (1 −  𝑥𝑥)  =  2𝑥𝑥  −  1 −  𝑥𝑥
2, δηλαδή 𝑥𝑥

2  −  1 + 𝑥𝑥 = 3𝑥𝑥
2  –  1, άρα 3𝑥𝑥

2  –  1 = 3𝑥𝑥
2  –  1, που 

ισχύει.  

β) Πρέπει να ισχύει 3𝑥𝑥
2  –  1 = 5 ⇔ 3𝑥𝑥

2 = 6 ⇔ 3𝑥𝑥 = 12 ⇔ 𝑥𝑥 = 4. 

 

 

 

342  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 
α) Ας είναι 𝛥𝛥1, 𝛥𝛥2 οι διακρίνουσες των εξισώσεων (Ι) και (ΙΙ) αντίστοιχα. Τότε 

 𝛥𝛥1 = 𝛽𝛽2 −  4𝛼𝛼𝛼𝛼 και 𝛥𝛥2 = 𝛽𝛽2 −  4𝛾𝛾𝛾𝛾. Ώστε 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2, που σημαίνει ότι οι εξισώσεις (𝛪𝛪) και 

(𝛪𝛪𝛪𝛪) ή θα έχουν δύο διαφορετικές λύσεις η κάθε μία αν 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2 > 0, ή και οι δύο θα είναι 

αδύνατες στο R αν 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2 < 0 ή θα έχουν από μία διπλή ρίζα η κάθε μία, αν 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2 = 0. 

β) Αφού ο αριθμός ρ είναι ρίζα της (Ι) θα ισχύει η σχέση 2 0  + + =  (1). 

Για να είναι ο 1


είναι ρίζα της (ΙΙ) πρέπει και αρκεί να ισχύει 

𝛾𝛾(1
𝜌𝜌)2 + 𝛽𝛽 1

𝜌𝜌 + 𝛼𝛼 = 0 ⇔ 𝛾𝛾
𝜌𝜌2 + 𝛽𝛽

𝜌𝜌 + 𝛼𝛼 = 0 ⇔ 𝛾𝛾 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝛼𝛼𝜌𝜌2 = 0 που ισχύει από την (1). 

γ) Υποθέτουμε ότι ο αριθμός √2 είναι ρίζα της εξίσωσης (𝛪𝛪). Τότε θα ισχύει 

 𝛼𝛼(√2)2 + 𝛽𝛽√2 + 𝛾𝛾 = 0 ⇔ 2𝛼𝛼 +  𝛾𝛾 +  𝛽𝛽√2 = 0. Ώστε √2 = − 2𝛼𝛼+𝛾𝛾
𝛽𝛽 , αφού είναι 𝛽𝛽 ≠ 0. 

Άρα ο αριθμός √2 είναι πηλίκο ακεραίων, επομένως ρητός, άτοπο. 

Ανάλογα, αποδεικνύουμε ότι ο αριθμός √2 δεν είναι ρίζα ούτε της εξίσωσης (𝛪𝛪𝛪𝛪). 

 

ΛΥΣΗ 
α) Ας είναι 𝛥𝛥1, 𝛥𝛥2 οι διακρίνουσες των εξισώσεων (Ι) και (ΙΙ) αντίστοιχα. Τότε 

 𝛥𝛥1 = 𝛽𝛽2 −  4𝛼𝛼𝛼𝛼 και 𝛥𝛥2 = 𝛽𝛽2 −  4𝛾𝛾𝛾𝛾. Ώστε 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2, που σημαίνει ότι οι εξισώσεις (𝛪𝛪) και 

(𝛪𝛪𝛪𝛪) ή θα έχουν δύο διαφορετικές λύσεις η κάθε μία αν 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2 > 0, ή και οι δύο θα είναι 

αδύνατες στο R αν 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2 < 0 ή θα έχουν από μία διπλή ρίζα η κάθε μία, αν 𝛥𝛥1 =  𝛥𝛥2 = 0. 

β) Αφού ο αριθμός ρ είναι ρίζα της (Ι) θα ισχύει η σχέση 2 0  + + =  (1). 

Για να είναι ο 1


είναι ρίζα της (ΙΙ) πρέπει και αρκεί να ισχύει 

𝛾𝛾(1
𝜌𝜌)2 + 𝛽𝛽 1

𝜌𝜌 + 𝛼𝛼 = 0 ⇔ 𝛾𝛾
𝜌𝜌2 + 𝛽𝛽

𝜌𝜌 + 𝛼𝛼 = 0 ⇔ 𝛾𝛾 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝛼𝛼𝜌𝜌2 = 0 που ισχύει από την (1). 

γ) Υποθέτουμε ότι ο αριθμός √2 είναι ρίζα της εξίσωσης (𝛪𝛪). Τότε θα ισχύει 

 𝛼𝛼(√2)2 + 𝛽𝛽√2 + 𝛾𝛾 = 0 ⇔ 2𝛼𝛼 +  𝛾𝛾 +  𝛽𝛽√2 = 0. Ώστε √2 = − 2𝛼𝛼+𝛾𝛾
𝛽𝛽 , αφού είναι 𝛽𝛽 ≠ 0. 

Άρα ο αριθμός √2 είναι πηλίκο ακεραίων, επομένως ρητός, άτοπο. 

Ανάλογα, αποδεικνύουμε ότι ο αριθμός √2 δεν είναι ρίζα ούτε της εξίσωσης (𝛪𝛪𝛪𝛪). 
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α) Έχουμε:  
4

4

4

16 0
16

16
2.

x
x

x
x

  

 

  
 

 

Άρα οι λύσεις της εξίσωσης είναι 2x  , 2x   . 

β) Για να λύσουμε την ανίσωση, θα βρούμε τις ρίζες του τριωνύμου 2 3x x  και στη 

συνέχεια θα κάνουμε τον πίνακα προσήμου του 2 3x x . Για να βρούμε τις ρίζες του 

τριωνύμου, παραγοντοποιώντας έχουμε:  
2 3 0
( 3) 0
0 3

x x
x x
x x

  
  

  ή   
 

Συνεπώς ο πίνακας προσήμου είναι ο παρακάτω: 

 

 

 

 

 

Άρα η ανίσωση (2) αληθεύει για [ 3, 0]x  . 

γ) Από τις λύσεις της εξίσωσης (1) μόνο η 2x    είναι και λύση της ανίσωσης (2), διότι 

ανήκει στο διάστημα [ 3, 0] . 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε:  
4

4

4

16 0
16

16
2.

x
x

x
x

  

 

  
 

 

Άρα οι λύσεις της εξίσωσης είναι 2x  , 2x   . 

β) Για να λύσουμε την ανίσωση, θα βρούμε τις ρίζες του τριωνύμου 2 3x x  και στη 

συνέχεια θα κάνουμε τον πίνακα προσήμου του 2 3x x . Για να βρούμε τις ρίζες του 

τριωνύμου, παραγοντοποιώντας έχουμε:  
2 3 0
( 3) 0
0 3

x x
x x
x x

  
  

  ή   
 

Συνεπώς ο πίνακας προσήμου είναι ο παρακάτω: 

 

 

 

 

 

Άρα η ανίσωση (2) αληθεύει για [ 3, 0]x  . 

γ) Από τις λύσεις της εξίσωσης (1) μόνο η 2x    είναι και λύση της ανίσωσης (2), διότι 

ανήκει στο διάστημα [ 3, 0] . 

 

 



Απαντήσεις Άλγεβρας - Τράπεζα θεμάτων Α΄Λυκείου

274

ΤΜ

344  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η συνάρτηση ορίζεται όταν 1 0x  , δηλαδή όταν 1x  , γιατί 2 2 0x   για κάθε x . 

Συνεπώς το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι [1, )g   . 

β) Για 1x   η τιμή της συνάρτησης είναι: 1 1(1) 1 1
1 2 3

g    


.  

Δεν ορίζεται η τιμή της συνάρτησης για 2x   , διότι 2 g  .  

Για 2x   η τιμή της συνάρτησης είναι: 2

2 2 1 4(2) 2 1 1 1
2 2 6 3 3

g        


. 

γ) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g  δεν τέμνει τον 'y y  άξονα, διότι το 0  δεν 

ανήκει στο πεδίο ορισμού της. 

 

 
345  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Για να αποδείξουμε την ζητούμενη ισότητα, θα χρησιμοποιήσουμε ευθεία απόδειξη. 

Έχουμε λοιπόν: 
2 2 2 2 2 2( 1) ( 4) ( 2 1) ( 8 16) 2 8 17x y x x y y x y x y              . 

β) Έχουμε διαδοχικά:   
( )

2 2

2 2

2 2

2 8 17 0
( 1) ( 4) 0
( 1) 0 ( 4) 0,

1 0 4 0,
1 4.

x y x y
x y
x y
x y

x y



     

    

   
   

  

και δηλαδή
και οπότε τελικά
και
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α) Για να βρούμε το είδος της γωνίας που σχηματίζει η ευθεία 𝜀𝜀 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥, πρέπει να 

βρούμε το πρόσημο του συντελεστή διεύθυνσης. 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας 𝜀𝜀 είναι:  𝛼𝛼 = 𝜔𝜔2 − 6𝜔𝜔 + 8.  

Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι:  𝛥𝛥 = 36 − 32 = 4  

και οι ρίζες: 

𝜔𝜔1,2 = 6±2
2 ⇔ 𝜔𝜔1 = 4 και 𝜔𝜔2 = 2. 

Το πρόσημο του τριωνύμου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

𝜔𝜔 −∞                         2                                             4                               + ∞  

𝜔𝜔2 − 6𝜔𝜔 + 8 +                 0                    −                     0                +

• Αν 𝜔𝜔 ∈ (−∞, 2) ∪ (4, +∞) ο συντελεστής διεύθυνσης 𝛼𝛼 είναι θετικός και κατά 

συνέπεια η γωνία που σχηματίζει η ευθεία 𝜀𝜀 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 είναι οξεία. 

• Αν 𝜔𝜔 ∈ (2,4) ο συντελεστής διεύθυνσης 𝛼𝛼 είναι αρνητικός και κατά συνέπεια η γωνία 

που σχηματίζει η ευθεία 𝜀𝜀 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 είναι αμβλεία. 

• Αν 𝜔𝜔 = 2  ή 𝜔𝜔 = 4 τότε ο συντελεστής διεύθυνσης μηδενίζεται και η ευθεία 𝜀𝜀 

σχηματίζει μηδενική γωνία με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥, είναι δηλαδή παράλληλη στον 𝑥𝑥′𝑥𝑥. 

β) 

i. Σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα για να σχηματίζει η ευθεία 𝜀𝜀 αμβλεία γωνία 

με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 πρέπει 𝜔𝜔 ∈ (2,4). Επειδή όμως το 𝜔𝜔 είναι ακέραιος τότε 𝜔𝜔 = 3.                 

ii. Για 𝜔𝜔 = 3,          𝜀𝜀 : 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 2.  
       Για να βρούμε τα σημεία τομής της ευθείας ε με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 θέτουμε στην εξίσωσή 

της  𝑦𝑦 = 0. Δηλαδή −𝑥𝑥 + 2 = 0 ⇔  𝑥𝑥 = 2. Άρα το σημείο τομής είναι το 𝛢𝛢(2,0). 

       Για να βρούμε το σημείο τομής της ευθείας (ε) με τον άξονα 𝑦𝑦′y, θέτουμε στην 

εξίσωσή της 𝑥𝑥 = 0 και βρίσκουμε 𝑦𝑦 = 2. Άρα το σημείο  τομής είναι το 𝛣𝛣(0,2). 

γ) Σημειώνουμε πάνω στους άξονες τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 που βρήκαμε, τα ενώνουμε και 

σχεδιάζουμε την ευθεία 𝜀𝜀 όπως στο παρακάτω Σχήμα. 
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347  ΘΕΜΑ 2_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία 𝜀𝜀: 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 2 έχει συντελεστή διεύθυνσης 𝛼𝛼 = −1 < 0. Άρα σχηματίζει με τον 

άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 αμβλεία γωνία. 

β) Για να βρούμε τα σημεία τομής της ευθείας 𝜀𝜀 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 θέτουμε στην εξίσωσή της 

όπου 𝑦𝑦 = 0. Δηλαδή −𝑥𝑥 + 2 = 0 ⇔  𝑥𝑥 = 2. Άρα το σημείο τομής είναι 𝛢𝛢(2,0). 

Για να βρούμε το σημείο τομής της ευθείας 𝜀𝜀 με τον άξονα 𝑦𝑦′y, θέτουμε στην εξίσωσή της 

όπου 𝑥𝑥 = 0 και βρίσκουμε 𝑦𝑦 = 2. Άρα το σημείο  τομής είναι 𝛣𝛣(0,2). 

γ) Σημειώνουμε πάνω στους άξονες τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 που βρήκαμε στο ερώτημα β), τα 

ενώνουμε και σχεδιάζουμε την ευθεία όπως στο παρακάτω Σχήμα.  

 

      

 

Σχήμα 

𝜀𝜀 
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α) Η ευθεία 𝜀𝜀: 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 2 έχει συντελεστή διεύθυνσης 𝛼𝛼 = −1 < 0. Άρα σχηματίζει με τον 

άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 αμβλεία γωνία. 

β) Για να βρούμε τα σημεία τομής της ευθείας 𝜀𝜀 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 θέτουμε στην εξίσωσή της 

όπου 𝑦𝑦 = 0. Δηλαδή −𝑥𝑥 + 2 = 0 ⇔  𝑥𝑥 = 2. Άρα το σημείο τομής είναι 𝛢𝛢(2,0). 

Για να βρούμε το σημείο τομής της ευθείας 𝜀𝜀 με τον άξονα 𝑦𝑦′y, θέτουμε στην εξίσωσή της 

όπου 𝑥𝑥 = 0 και βρίσκουμε 𝑦𝑦 = 2. Άρα το σημείο  τομής είναι 𝛣𝛣(0,2). 

γ) Σημειώνουμε πάνω στους άξονες τα σημεία 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 που βρήκαμε στο ερώτημα β), τα 

ενώνουμε και σχεδιάζουμε την ευθεία όπως στο παρακάτω Σχήμα.  

 

      

 

Σχήμα 

𝜀𝜀 

348  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ 

α) Από τη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓, φαίνεται ότι 𝑓𝑓(0) = 3 άρα 𝑎𝑎 ⋅ 02 − 4 ⋅ 0 + 𝛾𝛾 = 3 οπότε 

𝛾𝛾 = 3. 

β) Επειδή η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 είναι συμμετρική ως προς τον 𝑦𝑦′𝑦𝑦 και τα σημεία 𝛢𝛢 και 

𝛣𝛣 έχουν την ίδια τεταγμένη, θα είναι και αυτά συμμετρικά ως προς τον 𝑦𝑦′𝑦𝑦. Άρα: 

𝛼𝛼2 − 3 = −(5 − 3𝛼𝛼) ⇔ 𝑎𝑎2 − 3𝑎𝑎 + 2 = 0. 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι 𝛥𝛥 = (−3)2 − 4 ⋅ 1 ⋅ 2 = 1 > 0  και οι ρίζες της: 

𝑎𝑎1,2 = −(−3) ± √1
2 ⇔ {𝑎𝑎1 = 2

𝑎𝑎2 = 1. 

Επειδή το σημείο 𝛢𝛢 ανήκει στο 2ο τεταρτημόριο πρέπει: 

𝛼𝛼2 − 3 < 0. 

Για 𝛼𝛼 = 2 είναι 22 − 3 = 1 > 0 άρα η λύση 𝛼𝛼 = 2 απορρίπτεται. 

Για 𝛼𝛼 = 1 είναι 12 − 3 = −2 < 0 άρα η λύση 𝛼𝛼 = 1 είναι δεκτή.  

Οπότε, ο τύπος της 𝑓𝑓 είναι: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 − 4𝑥𝑥2 + 3. 
γ) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 είναι 

οι λύσεις της εξίσωσης 𝑥𝑥4 − 4𝑥𝑥2 + 3 = 0 η οποία για 𝑥𝑥2 = 𝑤𝑤 > 0 γίνεται 𝑤𝑤2 − 4𝑤𝑤 + 3 = 0. 

Η διακρίνουσα είναι 𝛥𝛥 = 42 − 4 ⋅ 3 = 4 > 0 και οι ρίζες 

𝑤𝑤 = 4+√4
2 = 3 ή 𝑤𝑤 = 4−√4

2 = 1, 

 οι οποίες είναι και οι δύο δεκτές. Άρα: 

𝑥𝑥2 = 1 ⇔ {𝑥𝑥 = 1 ή 𝑥𝑥 = −1}, ή 𝑥𝑥2 = 3 ⇔ {𝑥𝑥 = √3 ή 𝑥𝑥 = −√3}. 

δ) Με βάση το σχήμα η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 βρίσκεται κάτω από τον 𝑥𝑥′𝑥𝑥 όταν: 

−√3 < 𝑥𝑥 < −1 ή 1 < 𝑥𝑥 < √3. 
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α) Από τη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓, φαίνεται ότι 𝑓𝑓(0) = 3 άρα 𝑎𝑎 ⋅ 02 − 4 ⋅ 0 + 𝛾𝛾 = 3 οπότε 

𝛾𝛾 = 3. 

β) Επειδή η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 είναι συμμετρική ως προς τον 𝑦𝑦′𝑦𝑦 και τα σημεία 𝛢𝛢 και 

𝛣𝛣 έχουν την ίδια τεταγμένη, θα είναι και αυτά συμμετρικά ως προς τον 𝑦𝑦′𝑦𝑦. Άρα: 

𝛼𝛼2 − 3 = −(5 − 3𝛼𝛼) ⇔ 𝑎𝑎2 − 3𝑎𝑎 + 2 = 0. 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι 𝛥𝛥 = (−3)2 − 4 ⋅ 1 ⋅ 2 = 1 > 0  και οι ρίζες της: 

𝑎𝑎1,2 = −(−3) ± √1
2 ⇔ {𝑎𝑎1 = 2

𝑎𝑎2 = 1. 

Επειδή το σημείο 𝛢𝛢 ανήκει στο 2ο τεταρτημόριο πρέπει: 

𝛼𝛼2 − 3 < 0. 

Για 𝛼𝛼 = 2 είναι 22 − 3 = 1 > 0 άρα η λύση 𝛼𝛼 = 2 απορρίπτεται. 

Για 𝛼𝛼 = 1 είναι 12 − 3 = −2 < 0 άρα η λύση 𝛼𝛼 = 1 είναι δεκτή.  

Οπότε, ο τύπος της 𝑓𝑓 είναι: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 − 4𝑥𝑥2 + 3. 
γ) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 είναι 

οι λύσεις της εξίσωσης 𝑥𝑥4 − 4𝑥𝑥2 + 3 = 0 η οποία για 𝑥𝑥2 = 𝑤𝑤 > 0 γίνεται 𝑤𝑤2 − 4𝑤𝑤 + 3 = 0. 

Η διακρίνουσα είναι 𝛥𝛥 = 42 − 4 ⋅ 3 = 4 > 0 και οι ρίζες 

𝑤𝑤 = 4+√4
2 = 3 ή 𝑤𝑤 = 4−√4

2 = 1, 

 οι οποίες είναι και οι δύο δεκτές. Άρα: 

𝑥𝑥2 = 1 ⇔ {𝑥𝑥 = 1 ή 𝑥𝑥 = −1}, ή 𝑥𝑥2 = 3 ⇔ {𝑥𝑥 = √3 ή 𝑥𝑥 = −√3}. 

δ) Με βάση το σχήμα η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 βρίσκεται κάτω από τον 𝑥𝑥′𝑥𝑥 όταν: 

−√3 < 𝑥𝑥 < −1 ή 1 < 𝑥𝑥 < √3. 
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α) Είναι: 

          |x 1| 3 3 x 1 3 1 3 x 1 3  

β) Η μικρότερη λύση της (1) είναι ο αριθμός  1x 1 3  και η μεγαλύτερη είναι  2x 1 3 . 

Για το άθροισμα s και το γινόμενο p των αριθμών αυτών ισχύει: 

      1 2s x x 1 3 1 3 2  και          1 2p x x 1 3 1 3 1 3 2 . 

Με τη βοήθεια του τύπου   2x sx p 0βρίσκουμε ότι η εξίσωση με ρίζες τη μικρότερη και 

τη μεγαλύτερη λύση της (1), είναι η   2x 2x 2 0 . 

γ) Για την ανίσωση (2) έχουμε: 


              
x 43 0 6 (x 4) 0 6 x 4 0 x 2 x 2
2

 

Όπως φαίνονται στο επόμενο σχήμα, οι κοινές λύσεις των δυο ανισώσεων είναι όλοι οι 

αριθμοί x με:   2 x 1 3  

 

δ) Οι αριθμοί α, β που είναι κοινές λύσεις των (1) και (2) περιέχονται στο διάστημα 

  2, 1 3 .  

Έτσι έχουμε:   2 α 1 3 , οπότε    6 3α 3 1 3 ,  (3). 

Ανάλογα,   2 β 1 3 , οπότε    8 4β 4 1 3 ,  (4). 

Με πρόσθεση των ανισοτήτων (3), (4)παίρνουμε     14 3α 4β 7 1 3 απ’ όπου 

συνεπάγεται ότι:  


  
3α 4β2 1 3

7
 

Από την τελευταία συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός 3α 4β
7

 είναι επίσης κοινή λύση των (1) 

και (2), που είναι το ζητούμενο. 
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ΛΥΣΗ 

α) Είναι: 

          |x 1| 3 3 x 1 3 1 3 x 1 3  

β) Η μικρότερη λύση της (1) είναι ο αριθμός  1x 1 3  και η μεγαλύτερη είναι  2x 1 3 . 

Για το άθροισμα s και το γινόμενο p των αριθμών αυτών ισχύει: 

      1 2s x x 1 3 1 3 2  και          1 2p x x 1 3 1 3 1 3 2 . 

Με τη βοήθεια του τύπου   2x sx p 0βρίσκουμε ότι η εξίσωση με ρίζες τη μικρότερη και 

τη μεγαλύτερη λύση της (1), είναι η   2x 2x 2 0 . 

γ) Για την ανίσωση (2) έχουμε: 


              
x 43 0 6 (x 4) 0 6 x 4 0 x 2 x 2
2

 

Όπως φαίνονται στο επόμενο σχήμα, οι κοινές λύσεις των δυο ανισώσεων είναι όλοι οι 

αριθμοί x με:   2 x 1 3  

 

δ) Οι αριθμοί α, β που είναι κοινές λύσεις των (1) και (2) περιέχονται στο διάστημα 

  2, 1 3 .  

Έτσι έχουμε:   2 α 1 3 , οπότε    6 3α 3 1 3 ,  (3). 

Ανάλογα,   2 β 1 3 , οπότε    8 4β 4 1 3 ,  (4). 

Με πρόσθεση των ανισοτήτων (3), (4)παίρνουμε     14 3α 4β 7 1 3 απ’ όπου 

συνεπάγεται ότι:  


  
3α 4β2 1 3

7
 

Από την τελευταία συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός 3α 4β
7

 είναι επίσης κοινή λύση των (1) 

και (2), που είναι το ζητούμενο. 

 350  ΘΕΜΑ 4_____________________________________________________________________ΛΥΣΗ  

α) Είναι:  

             2 2 2 2f(x) (x 1) (x 1) 1 x 2x 1 x 2x 1 1 4x 1  

β) Διακρίνουμε τις παρακάτω δυνατές περιπτώσεις. 

 Αν  4x 1 0,  δηλαδή  
1x
4

, τότε 

  |4x 1| 4x 1 , οπότε  g(x) 4x 1  

 Αν  4x 1 0, δηλαδή  
1x
4

, τότε 

   |4x 1| 4x 1,  οπότε   g(x) 4x 1  

Η γραφική παράσταση της g(x) φαίνεται στο διπλανό 

σχήμα και προκύπτει αν σχεδιάσουμε τις ευθείες  

   y 4x 1, y 4x 1  

και επιλέξουμε την πρώτη όταν 
1x
4

 και την 

δεύτερη, όταν 
1x
4

. 

γ) Είναι: 

          1 g(x) 3 1 |4x 1| 3 |4x 1| 1και|4x 1| 3  

Η πρώτη ανίσωση γράφεται: 

          
1|4x 1| 1 4x 1 1ή 4x 1 1 x ή x 0
2

 

Η δεύτερη ανίσωση γράφεται: 

           
1|4x 1| 3 3 4x 1 3 4 4x 2 1 x
2

 

 

 

 

Η συναλήθευση των δυο ανισώσεων φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα οπότε οι κοινές 

λύσεις τους, που είναι οι λύσεις της αρχικής ανίσωσης, είναι όλοι οι αριθμοί x με 

         
   

1 1x 1, 0,
2 2

. 
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ΤΜ

ΛΥΣΗ  

α) Είναι:  

             2 2 2 2f(x) (x 1) (x 1) 1 x 2x 1 x 2x 1 1 4x 1  

β) Διακρίνουμε τις παρακάτω δυνατές περιπτώσεις. 

 Αν  4x 1 0,  δηλαδή  
1x
4

, τότε 

  |4x 1| 4x 1 , οπότε  g(x) 4x 1  

 Αν  4x 1 0, δηλαδή  
1x
4

, τότε 

   |4x 1| 4x 1,  οπότε   g(x) 4x 1  

Η γραφική παράσταση της g(x) φαίνεται στο διπλανό 

σχήμα και προκύπτει αν σχεδιάσουμε τις ευθείες  

   y 4x 1, y 4x 1  

και επιλέξουμε την πρώτη όταν 
1x
4

 και την 

δεύτερη, όταν 
1x
4

. 

γ) Είναι: 

          1 g(x) 3 1 |4x 1| 3 |4x 1| 1και|4x 1| 3  

Η πρώτη ανίσωση γράφεται: 

          
1|4x 1| 1 4x 1 1ή 4x 1 1 x ή x 0
2

 

Η δεύτερη ανίσωση γράφεται: 

           
1|4x 1| 3 3 4x 1 3 4 4x 2 1 x
2

 

 

 

 

Η συναλήθευση των δυο ανισώσεων φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα οπότε οι κοινές 

λύσεις τους, που είναι οι λύσεις της αρχικής ανίσωσης, είναι όλοι οι αριθμοί x με 

         
   

1 1x 1, 0,
2 2

. 

 

δ) Αν ο αρνητικός αριθμός α είναι λύση της αρχικής 

ανίσωσης, τότε έχουμε: 

   
11 α
2

, οπότε   
10 α 1
2

 

Έτσι, ο αριθμός α 1  είναι επίσης λύση της, που 

είναι το ζητούμενο. 

Στο διπλανό σχήμα φαίνονται με κόκκινο χρώμα οι 

λύσεις της ανίσωσης  1 g(x) 3 . 
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α) Είναι |𝑥𝑥| ≤ 4 ⇔ −4 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 4 

Ο τύπος της συνάρτησης γράφεται:  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |3𝑥𝑥 − 12| − |2𝑥𝑥 − 8| − 3|𝑥𝑥2 − 16| = 

= 3|𝑥𝑥 − 4| − 2|𝑥𝑥 − 4| − 3|𝑥𝑥2 − 16| = 

= |𝑥𝑥 − 4| − 3|𝑥𝑥2 − 16|. 
Επειδή 𝑥𝑥 ≤ 4 ⇔ 𝑥𝑥 − 4 ≤ 0. Άρα |𝑥𝑥 − 4| = 4 − 𝑥𝑥.  

Επιπλέον |𝑥𝑥| ≤ 4 ⇔ |𝑥𝑥|2 ≤ 16 ⇔ 𝑥𝑥2 − 16 ≤ 0 ⇔ |𝑥𝑥2 − 16| = 16 − 𝑥𝑥2. 

Άρα:           𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4 − 𝑥𝑥 − 3(16 − 𝑥𝑥2) = 4 − 𝑥𝑥 − 48 + 3𝑥𝑥2 = 3𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 44. 

β) 

i. Για να βρούμε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον  

άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 λύνουμε την εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0, δηλαδή 3𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 44 = 0.  

Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι : 𝛥𝛥 = 1 + 4.3.44 = 529 και οι ρίζες: 

𝑥𝑥1,2 = 1±23
6 = {

𝑥𝑥1 = 24
6 = 4

𝑥𝑥2 = −22
6 = − 11

3

 , 

οι οποίες είναι δεκτές γιατί ανήκουν στο διάστημα [−4,4]. 

Άρα τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 

είναι 𝛢𝛢(4,0) και 𝛣𝛣(− 11
3 , 0). 

Για να βρούμε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον 

άξονα 𝑦𝑦′y, θέτουμε στον τύπο της 𝑓𝑓 όπου 𝑥𝑥 = 0 και βρίσκουμε 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(0) = −44. 

Άρα το σημείο  τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑦𝑦′𝑦𝑦 

είναι 𝛤𝛤(0, −44). 

ii. Αφού το σημείο 𝑀𝑀(𝜇𝜇 + 1, −20) με μ ακέραιο ανήκει στη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 

θα ισχύει: 𝜇𝜇 + 1 ∈ [−4,4] και  𝑓𝑓(𝜇𝜇 + 1) = −20.  

Είναι: 𝑓𝑓(𝜇𝜇 + 1) = −20 ⇔ 3(𝜇𝜇 + 1)2 − 𝜇𝜇 − 1 − 44 = −20 ⇔ 

3𝜇𝜇2 + 6𝜇𝜇 + 3 − 𝜇𝜇 − 45 + 20 = 0 ⇔ 3𝜇𝜇2 + 5𝜇𝜇 − 22 = 0. 

Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι :𝛥𝛥 = 25 − 4.3. (−22) = 289 και οι ρίζες: 

𝜇𝜇1,2 = −5±17
6 = {

𝜇𝜇1 = 12
6 = 2

𝜇𝜇2 = −22
6 = − 11

3

 . 

Από τις παραπάνω τιμές του 𝜇𝜇 δεκτή είναι η 𝜇𝜇 = 2 καθώς είναι ακέραια και επιπλέον  

𝜇𝜇 + 1 ∈ [−4,4]. 
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ΛΥΣΗ 

α) Είναι |𝑥𝑥| ≤ 4 ⇔ −4 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 4 

Ο τύπος της συνάρτησης γράφεται:  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |3𝑥𝑥 − 12| − |2𝑥𝑥 − 8| − 3|𝑥𝑥2 − 16| = 

= 3|𝑥𝑥 − 4| − 2|𝑥𝑥 − 4| − 3|𝑥𝑥2 − 16| = 

= |𝑥𝑥 − 4| − 3|𝑥𝑥2 − 16|. 
Επειδή 𝑥𝑥 ≤ 4 ⇔ 𝑥𝑥 − 4 ≤ 0. Άρα |𝑥𝑥 − 4| = 4 − 𝑥𝑥.  

Επιπλέον |𝑥𝑥| ≤ 4 ⇔ |𝑥𝑥|2 ≤ 16 ⇔ 𝑥𝑥2 − 16 ≤ 0 ⇔ |𝑥𝑥2 − 16| = 16 − 𝑥𝑥2. 

Άρα:           𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4 − 𝑥𝑥 − 3(16 − 𝑥𝑥2) = 4 − 𝑥𝑥 − 48 + 3𝑥𝑥2 = 3𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 44. 

β) 

i. Για να βρούμε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον  

άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 λύνουμε την εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0, δηλαδή 3𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 44 = 0.  

Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι : 𝛥𝛥 = 1 + 4.3.44 = 529 και οι ρίζες: 

𝑥𝑥1,2 = 1±23
6 = {

𝑥𝑥1 = 24
6 = 4

𝑥𝑥2 = −22
6 = − 11

3

 , 

οι οποίες είναι δεκτές γιατί ανήκουν στο διάστημα [−4,4]. 

Άρα τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑥𝑥′𝑥𝑥 

είναι 𝛢𝛢(4,0) και 𝛣𝛣(− 11
3 , 0). 

Για να βρούμε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον 

άξονα 𝑦𝑦′y, θέτουμε στον τύπο της 𝑓𝑓 όπου 𝑥𝑥 = 0 και βρίσκουμε 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(0) = −44. 

Άρα το σημείο  τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓𝑓 με τον άξονα 𝑦𝑦′𝑦𝑦 

είναι 𝛤𝛤(0, −44). 

ii. Αφού το σημείο 𝑀𝑀(𝜇𝜇 + 1, −20) με μ ακέραιο ανήκει στη γραφική παράσταση της 𝑓𝑓 

θα ισχύει: 𝜇𝜇 + 1 ∈ [−4,4] και  𝑓𝑓(𝜇𝜇 + 1) = −20.  

Είναι: 𝑓𝑓(𝜇𝜇 + 1) = −20 ⇔ 3(𝜇𝜇 + 1)2 − 𝜇𝜇 − 1 − 44 = −20 ⇔ 

3𝜇𝜇2 + 6𝜇𝜇 + 3 − 𝜇𝜇 − 45 + 20 = 0 ⇔ 3𝜇𝜇2 + 5𝜇𝜇 − 22 = 0. 

Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι :𝛥𝛥 = 25 − 4.3. (−22) = 289 και οι ρίζες: 

𝜇𝜇1,2 = −5±17
6 = {

𝜇𝜇1 = 12
6 = 2

𝜇𝜇2 = −22
6 = − 11

3

 . 

Από τις παραπάνω τιμές του 𝜇𝜇 δεκτή είναι η 𝜇𝜇 = 2 καθώς είναι ακέραια και επιπλέον  

𝜇𝜇 + 1 ∈ [−4,4]. 


