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ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢  

 ΗΜΕΡΗ΢ΙΩΝ ΚΑΙ Ε΢ΠΕΡΙΝΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ΛΤΚΕΙΩΝ 

ΔΕΤΣΕΡΑ 2 ΙΟΤΝΙΟΤ 2025 

 ΕΞΕΣΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ 
 

 

Ε Ν Δ Ε Ι Κ Τ Ι Κ Ε Σ  Α Π Α Ν Τ Η Σ Ε Ι Σ  Θ Ε Μ Α Τ Ω Ν  

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.   Θεώρημα, Σχολικό βιβλίο, ςελ. 186 

Α2. Θεώρημα, Σχολικό βιβλίο, ςελ. 76 

Α3. Οριςμόσ, Σχολικό βιβλίο, ςελ. 169 

Α4. α) Σ 

 β) Σ 

 γ) Λ 

 δ) Λ 

 ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ B 

B1.   H  f  είναι παραγωγίςιμη ςτο  ℝ  ωσ πολυωνυμική με     ( )              και 

γνωρίζουμε ότι η  f  παρουςιάζει τοπικό ακρότατο ςτο        και το       εςωτερικό του  ℝ 

τότε,  από  θεώρημα  Fermat: 

   ( )    

          

        

      

Τότε    ( )                   

 

B2.   Έχουμε ότι   με     ( )             (       ) 

  ( )                            

  ( )                  
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  ( )          

H  f  ςυνεχήσ το     (    ]  και γνηςίωσ αύξουςα. 

       (  )  (    
    

 ( )   ( )]  (    ]               
    

 ( )     
    

(           ) 

    
    

      

To      (  )  οπότε  υπάρχει           τέτοιο ώςτε    (  )   ,  το οποίο είναι μοναδικό 

διότι   f  γνηςίωσ αύξουςα ςτο      και άρα  “1-1”   και          αφού    ( )      

             
  
⇔   (  )   ( )                

 

Η  f  ςυνεχήσ και γνηςίωσ φθίνουςα ςτο     [   ]           (  )  [ ( )  ( )]  [    ] 

       (  )  οπότε υπάρχει          τέτοιο ώςτε    (  )      το οποίο είναι μοναδικό 

διότι   f  γνηςίωσ φθίνουςα ςτο      και άρα  “1-1” ,  και         και          διότι   

 ( )         και    ( )        

 

                                           [    )           (  )  [ ( )    
    

 ( )) 

 [     )   

           
    

 ( )     
    

(           )     
    

      

       (  )  οπότε υπάρχει          τέτοιο ώςτε    (  )      το οποίο είναι μοναδικό 

διότι   f  γνηςίωσ αύξουςα  ςτο      και άρα  “1-1” ,  και         διότι    ( )       . 

 

Άρα η  f   έχει  3  θετικέσ πραγματικέσ ρίζεσ. 

 

B3.   Η  f  είναι δύο φορέσ παραγωγίςιμη ςτο  ℝ   ωσ πολυωνυμική με     

   ( )         (   ) 

   ( )                

   ( )                

   ( )                

 

 

𝑥 

  ( ) 

     

 ( ) 

+   

   

+ 
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Η  f  είναι κοίλη ςτο  (    ]  και κυρτή ςτο  

[    )  οπότε έχει ςημείο καμπήσ το             

 (   ( ))   (    ) 

 

B4.   Η   g  είναι παραγωγίςιμη ςτο  ℝ   ωσ άθροιςμα παραγωγίςιμων με   

  ( )    ( )    

H εφαπτομένη τησ      ςτο  ξ  είναι: 

(  )      ( )   
 ( )(   )      ( )   ( )     ( ) 

H εφαπτομένη τησ      ςτο  ξ  είναι: 

(  )      ( )   
 ( )(   )     ( )    (  ( )   )(   )     

    (  ( )   )   ( )       ( )    

    (  ( )   )   ( )     ( ) 

                    ( )     
 ( ) 

          ( )     
 ( ) 

Οπότε το ςημείο    (   ( )      ( ))   είναι το κοινό ςημείο των           και ανήκει ςτον   

   . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.   Έχουμε ότι 

   
    

 ( )     
    

            

   
    

 ( )     
    

√       

 ( )    

         
    

 ( )     
    

 ( )   ( )                                        

   
    

 ( )   ( )

   
    
    

√    

 
    
    

√  
 

 
                   

    

 

 
    

Άρα η  f  δεν είναι παραγωγίςιμη ςτο          

 

Γ2.   H  f  είναι ςυνεχήσ ςτο  (    )  ωσ γινόμενο ςυνεχών 

 Η  f  είναι ςυνεχήσ ςτο  (    )                     

 Η  f  είναι ςυνεχήσ ςτο       

 Άρα η  f  είναι ςυνεχήσ ςτο  ℝ  οπότε η  f  δεν έχει κατακόρυφη αςύμπτωτη. 

 

 

𝑥 

𝑓 ( ) 

     

 ( ) 

+   
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 ( )     
    

                                                   

    
⇔                

         
    

(   )    

   
    

     

                                     
    

           

Άρα η        είναι οριζόντια αςύμπτωτη ςτο     . 

 

        

   
    

 ( )

 
    
    

√    

 
    
    

| |√  
 
 

 
   
   
 
 
     
    

 √  
 
 

 
     

   
    

( ( )    )     
    

(√      )     
    

(√      )(√      )

√      
    

 

    
    

 

| |√  
 
   

   
   
 
 
     
    

 

 √  
 
   

 

      
    

 

 (√  
 
   )

     
    

 

√  
 
   

 
 

 
 

       ( )       
 

 
                                 

 

Γ3.   Έχουμε την εξίςωςη 

 ( )    
 

 
  ( )    

 

 
   

       ( )   ( )    
 

 
         

H  h  είναι ςυνεχήσ ςτο  [    ]  ωσ διαφορά ςυνεχών   

 (  )        (  )    
 

 
   

 

 
   

 ( )   ( )  
 

 
 √     

 

 
   

       ( )   (  )       οπότε από Θεώρημα Bolzano  υπάρχει     (    )  τέτοιο, ώςτε 

 ( )     ( )    
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Γ4.   Για        έχουμε ότι   ( )  √     

Iςχύει ότι: 

         √     

        ( )  √  ( )   ( ) 

      ( )   : 

  ( )  
  ( )    ( )    ( )

 √  ( )   ( )
 
  ( )(  ( )   )

 √  ( )   ( )
 

 

            

  (  )  
  (  )(  (  )   )

 √  (  )   (  )
 

   √  (  )   (  )    (  )                
 (  )             

 (  )   
 (  ) 

  (  )    
⇔        (  (  )   (  ))    

 (  )    (  )    

                

Άρα δεν υπάρχει χρονική ςτιγμή      τέτοια ώςτε    (  )   
 (  ) 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.                   
                     

    ( )  
 ( )

   
  
                           (    )                               

  ( )  
  ( )   

    ( )   
        

 
 

(   
  )

  

 
   

  ( ( )   ( )    
 
 )

(   
  )

                                            ( )   ( )    

              

 
  ( )    ( )   

    
  

 

               ( )    ( )                    

Επειδή  g  ςυνεχήσ ςτο  (    )  και    ( )      για κάθε     ,  η  g  είναι ςταθερή. 

 

Δ2. (i)   Α’ τρόπος 

  H εφαπτομένη τησ γραφικήσ παράςταςησ τησ  f  ςτο ςημείο   (   ( ))  είναι 

παράλληλη ςτην ευθεία   ( )        ,  άρα    ( )    ,  οπότε ιςχύει 
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 ( )   ( )

   
      

   

 ( )

   
   

διότι για       η αρχική ιςότητα δίνει   ( )      
 
 

             
   

   

   

 
(
 

 
)

 
   

 
 

      
   

(   ) 

(   ) 
 

           
   

 
 
 
    
   

 

 
   

          
   

 ( )

   
    
   

 ( )
   
   
   

 
 

 
   

 

  Β’ τρόπος 

                    ( )    ( )     ( )     ( )    ( )     
  ( )

 
 

  ( )  
  ( )   

 
 
  ( )

  
 
 ( )

 
 

η       ςυνεχήσ ωσ πράξεισ ςυνεχών ςτο   (    ) 

   
   

 ( )

   

(
 

 
)

 
   
 
 

   
   

  ( )

 
 

 
  ( )

 
   

 

(ii) Η  F  είναι ςυνεχήσ ςτο  1,  ωσ παραγωγίςιμη, άρα: 

  ( )    ( )     ( )  
  ( )

    
               (   )  (    ) 

              
   
 ( )     

   

  ( )

    
    
   
(
 

 

 ( )

   
)  

 

 
     

         ( )     
   
 ( )    

Από το  Δ1  υπάρχει      ,  ώςτε   ( )      για κάθε         
 ( )

   
  

     και 

                         
 ( )

 
     

Άρα    ( )     ( )     
           ( )                         

 

Δ3.     ( )          
                             (    )         ( )   
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  ( )              

  ( )              

 

F  ςυνεχήσ ςτο  (    ) ,  άρα   F (   ]   [    )  και έχει ελάχιςτο το   ( )    

Επομένωσ    ( )      για κάθε      ,  με την ιςότητα μόνον για      

 

Α’ Σρόπος 

                   (  )   (   
 )
 

  (    )
 
     

   (   
  )

 
   ( )  και η εξίςωςη 

γράφεται: 

 (  )   ( )  (   )    ( )   ( )   (   )  

  ( )(  ( )   )   (   )  

           ( )      για κάθε       με την ιςότητα μόνο για      

        ( )      ( )               ( )(  ( )   )           (   )    

Επομένωσ    (   )     ( )(  ( )   )                   

 (  )   ( )   (   )  {
 ( )(  ( )   )   

 
 (   )   

 {
 ( )(  ( )   )   

 
   

       

διότι επαληθεύεται και η πρώτη εξίςωςη για      

 

Β’ Σρόπος 

  (  )   ( )  (   )     (  )   ( )   (   )   ( ) 

• Για κάθε              άρα:   F  ςυνεχήσ  ςτο  [    ] 

F παραγωγίςιμη ςτο  (    ) 

Από θεώρημα Μέςησ τιμήσ υπάρχει     (   
 )   τέτοιο, ώςτε 

  (  )  
 (  )   ( )

    
  ( ) 

( )  
 (  )   ( )

    
  

(   ) 

    

( )
⇔  (  )   

(   ) 

    
                        (  )      

      
(   ) 

    
                    

Από θεώρημα Μέςησ τιμήσ υπάρχει     ( 
   )   τέτοιο, ώςτε 

  (  )  
 (  )   ( )

    
  ( ) 

( )  
 (  )   ( )

    
  

(   ) 

    

( )
⇔  (  )   

(   ) 

    
                        (  )      

𝑥 

  ( ) 

     

 ( ) 

+   
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(   ) 

    
                  (   ) 

Άρα η  ( )  δεν έχει λύςει ςτο  (   )  (    )   

( )
   
⇔  ( )   ( )   (   )                                          

 

Γ’ Σρόπος 

 Προφανήσ ρίζα τησ εξίςωςησ  ( )    (  )   ( )  (   )    είναι το  1 . 

• Αν         τότε          και   F  [    )   άρα   (  )   ( )   (  )   ( )    , 

ενώ  το   (   )             ( )                 

• Αν           τότε          και   F  (   ]   άρα   (  )   ( )   (  )   ( )    ,  

ενώ  το   (   )             ( )                

Τελικά η  ( )  έχει μόνο μία ρίζα, τη      . 

 

                                     ∫ | ( )|  
 

 

 

          ( )                                                 ∫  ( )  
 

 

 ∫    
    

 

 

 

Γνωρίζουμε ότι     
                                             γiα κάθε        και 

ιςότητα μόνον για      

                                                   

                                   [   ]         

∫    
  

 

 

   ∫ (      )  
 

 

  ( ) 

        ∫       
 

 

 ∫ ( )       
 

 

 [     ] 
  ∫       

 

 
  

 

 

 

    ∫       
 

 

    ([    ] 
  ∫     

 

 

) 

    (     )      

      ∫ (      )  
 

 

 ∫       
 

 

 ∫     
 

 

              

            ( )                         

 

 


