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ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  

 ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ ΚΑΙ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΤΕΤΑΡΤΗ 3 ΙΟΥΝΙΟΥ 2026 

 ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  
 

 

Ε Ν Δ Ε Ι Κ Τ Ι Κ Ε Σ  Α Π Α Ν Τ Η Σ Ε Ι Σ  Θ Ε Μ Α Τ Ω Ν  

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.   Θεώρημα. Σχολικό βιβλίο σελ.133 

Α2. Θεώρημα. Σχολικό βιβλίο σελ.51 

Α3. Ορισμός. Σχολικό βιβλίο σελ.185 

Α4. α) Λ 

 β) Σ 

 γ) Σ 

 δ) Σ 

 ε) Λ 

 

ΘΕΜΑ B 

f: (1,+∞) → ℝ f(x) = 2ℓn(x − 1) 

        g: [2, +∞) → ℝ g(x) = √x − 2 + 1 

B1.    Για να ορίζεται η   h = fog  πρέπει 

{
x ∈ Dg  

g(x) ∈ Df
⟺ {

x ≥ 2 

√x − 2 + 1 > 1
⟺ {

x ≥ 2

√x − 2 > 0
⟺ {

x ≥ 2
x > 2

⟺ x ∈ (2, +∞) 

Dh = Dfog = (2,+∞) 

h(x) = (fog)(x) = f(g(x)) = 2ℓn(g(x) − 1) = 2ℓn(√x − 2) = 2 ∙
1

2
ℓn(x − 2) 

 = ℓn(x − 2),   x > 2 

B2.   Είναι   h(x) = ℓn(x − 2)  και η   h είναι παραγωγίσιμη στο (2,+∞) με  h΄(x) = 
1

x−2
 > 0,  για 

κάθε  x ∈ (2, +∞) 

Άρα  h (2, +∞)  οπότε  και  "1 − 1", άρα  αντιστρέφεται. 
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 Dh
−1 = h(Dh) = ( lim

x→2+
h(x), lim

x→+∞
h(x) ) = (−∞,+∞) = ℝ 

όπου  lim
x→2+

h(x) = lim
x→2+

ℓn(x − 2) =  lim
u→0+

ℓnu = −∞,   διο τι  αν  u = x − 2 , το τε  u → 0+  

 lim
x→+∞

h(x) = lim
x→+∞

ℓn(x − 2) =   lim
u→+∞

ℓn u = +∞ , διο τι  αν   u = x − 2 , το τε  u → +∞ 

Λύνουμε ως προς το  x  την   h(x) = y ⟺ ℓn(x − 2) = y  

⟺  x − 2 =  ey 

⟺ x = ey + 2 ,  

άρα      h−1(x) = ex + 2, x ∈ ℝ 

𝚩𝟑.    Iσχύει   lim
x→2

f(x)

x − 2
=  lim

x→2

2ℓn(x − 1)

x − 2
=  lim

x→2

2
x − 1
1

 = 2 

και  lim
x→2+

h(x) = −∞   

Άρα   lim
x→2

(h(x)
f(x)

x − 2
)      =     −∞
 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.i.   Η  f  έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο + ∞  οπότε  lim
x→+∞

f(x) = ℓ ∈ ℝ 

Αν  κ ≠ 0  τότε  lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

κx3

x2
= lim

x→+∞
κx = {

+∞,   κ > 0
 

−∞,   κ < 0
  άτοπο 

Άρα  κ = 0 . 

Τότε  f(x) =
μx

x2 + 1
 ,   x ∈ ℝ 

ii. Η  f  παραγωγίσιμη στο  ℝ  ως ρητή με  f ′(x) = 
μ(x2+1)−2x2μ

(x2+1)2
 

 Επίσης, η  y = x  είναι εφαπτομένη της  Cf  στο  Ο(0,0). 

Άρα  f(0) = 0  και  f ′(0) = 1 

f ′(0) = 1 ⟺
μ

1
= 1 ⟺ μ = 1 

Άρα   f(x) =
x

x2 + 1
 ,   x ∈ ℝ 

Γ2.i.   H  f  είναι παραγωγίσιμη στο  ℝ  ως ρητή με  f ′(x) = 
x2+1−2x2

(x2+1)2
 = 

1−x2

(x2+1)2
 

f ′(x) = 0 ⟺ 1− x2 = 0 ⟺ x2 = 1 ⟺ x = −1   ή  x = 1 

f ′(x) > 0 ⟺ 1− x2 > 0⟺ x2 < 1⟺ −1 < x < 1 

f ′(x) < 0 ⟺ x < −1   ή  x > 1 

 

DLH 

(−∞) ∙ 2 

0

0
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x −∞           − 1                   1              + ∞ 

f′(x) − + − 

f(x)    

 

 

Η  f  είναι:  • γνησίως φθίνουσα στο  Δ1 = (−∞,−1] 

• γνησίως αύξουσα στο  Δ2 = [−1,1] 

• γνησίως φθίνουσα στο  Δ3 = [1,+∞) 

H  f  έχει  • τοπικό ελάχιστο στο  −1  το  f(−1) = − 
1

2
 

• τοπικό μέγιστο στο  1  το  f(1) = 
1

2
 

ii. Στο  Δ1 = (−∞,−1] 

 Η  f  συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ1 

f(Δ1) = [f(−1), lim
x→−∞

f(x)) = [−
1

2
, 0) 

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x

x2 + 1
= lim

x→−∞

x

x2
= lim

x→−∞

1

x
= 0 

 Στο  Δ2 = (−1,1) 

 Η  f  συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ2 

f(Δ2) = ( lim
x→−1+

f(x) , lim
x→1−

f(x)) = (−
1

2
,
1

2
) 

 Στο  Δ3 = [1,+∞) 

 Η  f  συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ3  

f(Δ3) = ( lim
x→+∞

f(x) , f(1)] = (0,
1

2
] 

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x

x2 + 1
= lim

x→+∞

x

x2
= lim

x→+∞

1

x
= 0 

Άρα   f(ℝ) = f(Δ1 ) ∪ f(Δ2) ∪ f(Δ3) = [−
1

2
,
1

2
] 

⊳ Αν  α = 0 ,  τότε  f(x) = 
1

2
  

To 
1

2
∈ f(Δ3)   και   

1

2
∉ f(Δ1),   

1

2
∉ f(Δ2)  οπότε υπάρχει  xo ∈ Δ3  τέτοιο ώστε  

 f(xo) =
1

2
  το 

οποίο είναι μοναδικό διότι  f  Δ3 . 

⊳ Αν  α ≠ 0 ,  τότε  
1

2
 +α2 > 

1

2
  οπότε  

1

2
 +α2 ∉ f(ℝ)  και άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

τοπικό 

μέγιστο 
τοπικό 

ελάχιστο 
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𝚪𝟑. 𝐢.   Ιν + Ιν+1 = ∫
x2ν+1

x2 + 1
dx

1

0

+∫
x2ν+3

x2 + 1
dx

1

0

= ∫
x2ν+1 + x2ν+3

x2 + 1

1

0

dx = ∫
x2ν+1(1 + x2)

1 + x2

1

0

dx 

  = ∫ x2ν+1dx
1

0

= [
x2ν+2

2ν + 2
]
0

1

=
1

2ν + 2
 

𝐢𝐢.  Από  Ιν = ∫
x2ν+1

x2 + 1

1

0

dx   για   ν = 0  έχουμε: 

Ιο = ∫
x

x2 + 1
dx

1

0

= [
ln(x2 + 1)

2
]
0

1

=
ln2

2
 

Α𝜋ό 𝜏𝜂𝜈   Iν + Ιν+1 =
1

2ν + 2
 ,   ν ∈ ℕ: 

⊳   για  ν = 0  έχουμε: 

Ιο + Ι1 =
1

2
⟺

ln2

2
+ I1 =

1

2
⟺ I1 =

1 − ln2

2
 

⊳   για  ν = 1  έχουμε: 

Ι1 + Ι2 =
1

4
⟺

1− ln2

2
+ I2 =

1

4
⟺ I2 =

1

4
−
1 − ln2

2
⟺ I2 =

1 − 2 + 2ln2

4
=
2ln2 − 1

4
 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.   Θεωρούμε τη συνάρτηση  Φ(x) = g(x) + x , x ∈ ℝ 

• H  Φ  είναι συνεχής στο  [−1,0]  ως παραγωγίσιμη στο  ℝ 

• Φ(−1) = g(−1) − 1 < 0 

διότι  0 < g(x) < 1   για κάθε    x ∈ ℝ 

άρα   0 < g(−1) < 1 ⟺ −1 < g(−1) − 1 < 0 

• Φ(0) = g(0) > 0   αφού   g(x) > 0  στο  ℝ 

Επομένως, από Θεώρημα Bolzano, υπάρχει τουλάχιστον ένα  𝑥1 ∈ (−1,0)  τέτοιο, ώστε  

Φ(x1) = 0 ⟺ g(x1) + x1 = 0 

 

Μοναδικότητα 

α’ τρόπος: 

Έστω ότι η εξίσωση  Φ(x) = 0 ⟺ x + g(x) = 0  έχει και 

άλλη ρίζα  ρ ≠ 1  στο  διάστημα  (−1,0) .  Υποθέτουμε  

ρ < x1  (χωρίς βλάβη της γενικότητας) 

 

Τότε στο διάστημα  [ρ, x1]  ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήματος Rolle 

•    Φ′(ρ) = Φ(x1) − ρ 

−1            ρ            x1          0      
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•    Φ  συνεχής στο  [ρ, x1]        
      

•    παραγωγίσιμη στο  (ρ, x1)
}

 
 
 

   ως παραγωγίσιμη στο  ℝ   με  Φ′(x) = g′(x) + 1
  

Άρα υπάρχει  xo ∈ (ρ, x1) ⊆ (−1,0)  τέτοιο, ώστε   Φ
′(xo) = 0 

 ⟺ g′(xo) + 1 = 0 

⟺ g′(xo) = −1   άτοπο, λόγω της υπόθεσης  

g′(x) ≠ −1  στο  ℝ 

Άρα η ρίζα  x1 ∈ (−1,0)  είναι μοναδική. 

 

β’ τρόπος: 

Επειδή  Φ′(x) = g′(x) + 1 ≠ 0  στο  ℝ  και η  Φ′  συνεχής στο  ℝ,  διατηρεί σταθερό πρόσημο 

στο  ℝ ,  άρα   Φ′(x) > 0   ή   Φ′(x) < 0  στο  ℝ.  Δηλαδή η  Φ  είναι γνησίως μονότονη, οπότε 

η ρίζα  x1  είναι μοναδική. 

 

𝚫𝟐.    Επειδή η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (−∞,
π

2
)   είναι παραγωγίσιμη και στο  xo = 0 

Επομένως ισχύει 

lim
x→0−

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0+

f(x) − f(0)

x − 0
= f ′(0)    (𝟏) 

Όμως 

•    με  x < 0  έχουμε 
f(x) − f(0)

x − 0
=
x2(g(x) + x)

x
= x(g(x) + x) 

και   lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0
[x(g(x) + x)] = 0 ∙ g(0) + 0 = 0  διότι  g  συνεχής στο  0    

•    με  x > 0   είναι  
f(x) − f(0)

x
=
2ημx + εφx − κx

x
=
2ημx

x
+
εφx

x
− κ 

και   lim
x→0+

[
f(x) − f(0)

x
] = lim

x→0
[
2ημx

x
+
εφx

x
− κ] = lim

x→0
[2 ∙

ημx

x
+
ημx

x
∙
1

συνx
− κ] 

= 2 ∙ 1 + 1 ∙
1

1
− κ = 3 − κ 

⟺ lim
x→0+

[
f(x) − f(0)

x
] = 3 − κ    (𝟑) 

Τέλος η  (1),  λόγω των  (2)  και  (3)  γράφεται 

(𝟏) ⟺ 0 = 3 − κ ⟺ κ = 3  
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𝚫𝟑. 𝐢) Η  f  είναι  

•  συνεχής στο  [0,
π

2
)            

 

•  παραγωγίσιμη στο  (0,
π

2
)

}

ως παραγωγίσιμη στο  (−∞,
π

2
)

 

 

 
 
 

 

με  f ′(x) = 2συνx +
1

συν2x
− 3 =

2συν3x − 3συν2x + 1

συν2x
  

Παραγοντοποιούμε τον αριθμητή     2συν3x − 3συν2x + 1 = 2ω3 − 3ω2 + 1   με  ω = συνx 

Προφανής ρίζα  ω = 1 

 

 

 

Άρα   2ω3 − 3ω2 + 1 = (ω − 1)(2ω2 −ω− 1) = (ω − 1)2(ω − 1) (ω +
1

2
) 

 = (ω − 1)2(2ω + 1) = (συνx − 1)2(2συνx + 1) 

Έχουμε   f ′(x) =
(συνx − 1)2(2συνx + 1)

συν2x
 ,   x ∈ (0,

π

2
) 

και επειδή  0 < x <
π

2
⟹ 0 < συνx < 1 

οπότε   f ′(x) > 0   στο   (0,
π

2
)

 
 

             f   συνεχής στο   [0,
π

2
) }
 
 

 
 

 
 
  
  

,   άρα   f   [0,
π

2
)

 

και για κάθε  x ∈ [0,
π

2
) ⟺ f(x) ≥ f(0) ⟺ f(x) ≥ 0 

ii. Είναι   3f(x) = π 

f(x) =
π

3
 ,   x ∈ [0,

π

2
) 

Από το ερώτημα  𝚫𝟑. 𝐢)  έχουμε ότι   f   [0,
π

2
) = Δ1 

Έτσι η   f  ως  συνεχής στο  Δ1  έχει σύνολο τιμών   

f(Δ1) = [f(0), lim
x→

π
2

f(x)) = [0,+∞)   διότι    lim
x→

π
2

2ημx = 2 

lim
x→

π
2

εφx = +∞ 

Άρα,   ο αριθμός 
π

3
∈ f(Δ1) ⟺ υπάρχει ένα  xo ∈ (0,

π

2
) ⊆ [0,

π

2
)   τέτοιο,ώστε 

f(x) =
π

3
⟺ 3f(xo) = π 

και το  xo  είναι μοναδικό γιατί   f    [0,
π

2
) 

2 −3 0 1 1  

 2 −1 −1   

2 −1 −1 0   
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Δ4.i. α’ τρόπος 

Έστω  Φ(x) = g(x) + x , x ∈ [x1, 0]  τότε   Φ′(x) = g′(x) + 1 ≠ 0  και επειδή η  Φ′  είναι 

συνεχής διατηρεί πρόσημο στο  [x1, 0].  Δηλαδή  Φ
′(x) > 0   ή   Φ′(x) < 0. 

Άρα η  Φ  είναι γνησίως μονότονη στο [x1, 0] .  

Αν ήταν γνησίως φθίνουσα, τότε για  x1 < 0⟹ Φ(x1) > Φ(0) ⟹ 0 > g(0)  Άτοπο 

Άρα η  Φ  είναι γνησίως αύξουσα. 

Επομένως για  x ∈ [x1, 0]  είναι   x1 ≤ x ≤ 0 ⟹ Φ(x1) ≤ Φ(x) ⟹ 0 ≤ Φ(x) 

Άρα και  x2Φ(x) ≥ 0  στο  [x1, 0] , δηλαδή  f(x) ≥ 0  στο  [x1, 0]. 

 

β’ τρόπος 

Η συνάρτηση  Φ(x) = g(x) + x  είναι συνεχής στο  (x1, 0]  και  Φ(x) ≠ 0  σε αυτό  (λόγω του  

Δ1) 

Άρα η  Φ   διατηρεί πρόσημο στο  (x1, 0]  και  Φ(0) = g(0) + 0 = g(0) > 0 ,  άρα  Φ(x) > 0  

στο  (x1, 0] ,  οπότε και  x
2Φ(x) ≥ 0  για κάθε  x ∈ [x1, 0] . 

Επομένως  𝑓(𝑥) ≥ 0  για κάθε  x ∈ [x1, 0] 

 

𝐢𝐢.  Είναι:   f(x2) =  
π

3
  διότι  x2  είναι η λύση της  3f(x) = π  και η  f  συνεχής στο  [x1,

π

3
]  ,   άρα 

το εμβαδόν του χωρίου  Ω  είναι: 

Ε(Ω) = ∫ |f(x)|dx

π
3

x1

  (𝟏) 

Από τα ερωτήματα  𝚫𝟑(𝐢),   𝚫𝟒(𝐢) η  f(x) ≥ 0   στο  [x1,
π

3
] ,   άρα   Ε(Ω) = ∫ f(x) dx

π
3

x1

  

Το χωρίο  Ω  χωρίζεται από τον άξονα  y′y  (ευθεία  x = 0)  σε δύο ισεμβαδικά, άρα: 

∫ f(x)dx
0

x1

= ∫ f(x) dx

π
3

0

   (𝟐) 

Είναι   ∫ f(x)dx

π
3

0

= ∫ (2ημx + εφx − 3x)dx

π
3

0

= ∫ (2ημx − 3x)dx

π
3

0

+∫
ημx

συνx
dx

π
3

0

 

  = [−2συνx −
3x2

2
]
0

π
3

− [ln(συνx)]0

π
3 = −1 −

π2

6
+ 2 − ln

1

2
= 1 + ln2 −

π2

6
 

Άρα από  (𝟐) ⟹ ∫ f(x)dx
0

x1

= 1 + ln2 −
π2

6
 

Για το ζητούμενο ολοκλήρωμα έχουμε: 

∫ x3g′(x)dx
0

x1

= [x3g(x)]x1
0 −∫ 3x2g(x)dx

0

x1
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= −x1
3g(x1) − ∫ 3(f(x) − x3)dx

0

x1

  διότι  g(x1) = −x1  και  x
2g(x) = f(x) − x3 

= x1
4 − 3∫ f(x)dx

0

x1

+ 3 [
x4

4
]
x1

0

 

= x1
4 − 3 − 3ln2 +

π2

2
− 3

x1
4

4
=
x1
4

4
+
π2

2
− 3ln2 − 3 



  − 1                         ρ                          x 1                     0          


  f :  ( 1 , + ∞ ) → ℝ


  f ( x ) = 2 ℓ n ( x − 1 )


  g : [ 2 , + ∞ ) → ℝ


  g ( x ) =  x − 2 + 1


  h = fog


   {    x ∈  D g       g ( x ) ∈  D f ⟺  {    x ≥ 2      x − 2 + 1 > 1 ⟺  {    x ≥ 2    x − 2 > 0 ⟺  {    x ≥ 2   x > 2 ⟺ x ∈ ( 2 , + ∞ )


   D h =  D fog = ( 2 , + ∞ )


   D h =  D fog = ( 2 , + ∞ )


  h  ( x ) = ( fog ) ( x ) = f ( g ( x ) ) = 2 ℓ n ( g ( x ) − 1 ) = 2 ℓ n (  x − 2 ) = 2 ∙  1 2 ℓ n ( x − 2 )


  h  ( x ) = ( fog ) ( x ) = f ( g ( x ) ) = 2 ℓ n ( g ( x ) − 1 ) = 2 ℓ n (  x − 2 ) = 2 ∙  1 2 ℓ n ( x − 2 )


    = ℓ n  ( x − 2 ) ,       x > 2


    = ℓ n  ( x − 2 ) ,       x > 2


  h ( x ) = ℓ n ( x − 2 )


  ( 2 , + ∞ )


    h ΄ ( x ) =


   1  x − 2


  > 0 ,


  x ∈ ( 2 , + ∞ )


  h / ( 2 , + ∞ )     ο π ό τ ε     κ α ι     " 1 − 1 " ,     ά ρ α     α ν τ ι σ τ ρ έ φ ε τ α ι


     D h  − 1 = h  (  D h ) =  (    lim  x →  2 + ⁡  h  ( x ) ,      lim  x → + ∞ ⁡  h  ( x )   ) =  ( − ∞ , + ∞ ) = ℝ


     lim  x →  2 + ⁡  h ( x ) =    lim  x →  2 + ⁡  ℓ n  ( x − 2 ) =      lim  u →  0 + ⁡  ℓ nu   = − ∞ ,     δ ι ό τ ι     α ν     u = x − 2   ,     τ ό τ ε     u →  0 +  


     lim  x → + ∞ ⁡  h  ( x ) =    lim  x → + ∞ ⁡  ℓ n  ( x − 2 )  =        lim  u → + ∞ ⁡  ℓ n   u = + ∞   ,     δ ι ό τ ι     α ν       u = x − 2   ,     τ ό τ ε     u → + ∞


  h  ( x ) = y ⟺ ℓ n  ( x − 2 ) = y  


  ⟺   x − 2 =     e y


  ⟺ x =  e y + 2


   h  − 1  ( x ) =  e x + 2 ,     x ∈ ℝ


   0 0


  DLH


  𝚩 𝟑 .         I σ χ ύ ε ι           lim  x → 2 ⁡    f ( x )  x − 2 =       lim  x → 2 ⁡    2 ℓ n ( x − 1 )  x − 2 =         lim  x → 2 ⁡     2  x − 1 1   = 2


   lim  x →  2 + h ( x ) = − ∞


   ( − ∞ ) ∙ 2


  Ά ρ α          lim  x → 2 ⁡      ( h ( x )   f ( x )  x − 2 )           =         − ∞    


  Η     f     έ χ ε ι   ο ρ ι ζ ό ν τ ι α   α σ ύ μ π τ ω τ η   σ τ ο   + ∞     ο π ό τ ε        lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) = ℓ ∈ ℝ


  Α ν     κ ≠ 0     τ ό τ ε        lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) =    lim  x → + ∞ ⁡    κ  x 3   x 2 =    lim  x → + ∞ ⁡  κ x =  {    + ∞ ,       κ > 0       − ∞ ,       κ < 0     ά τ ο π ο


  Ά ρ α     κ = 0   .


  Ά ρ α     κ = 0   .


  Τ ό τ ε     f  ( x ) =   μ x   x 2 + 1   ,       x ∈ ℝ


  Τ ό τ ε     f  ( x ) =   μ x   x 2 + 1   ,       x ∈ ℝ


  ℝ


   f ′  ( x ) =


    μ  (  x 2 + 1 ) − 2  x 2 μ     (  x 2 + 1 ) 2


  y = x


   C f


  Ο  ( 0 , 0 ) .


  f  ( 0 ) = 0


   f ′  ( 0 ) = 1


   f ′  ( 0 ) = 1 ⟺  μ 1 = 1 ⟺ μ = 1


  Ά ρ α       f  ( x ) =  x   x 2 + 1   ,       x ∈ ℝ


  Ά ρ α       f  ( x ) =  x   x 2 + 1   ,       x ∈ ℝ


  ℝ


   f ′  ( x ) =


     x 2 + 1 − 2  x 2     (  x 2 + 1 ) 2


  =


    1 −  x 2     (  x 2 + 1 ) 2


   f ′  ( x ) = 0 ⟺ 1 −  x 2 = 0 ⟺  x 2 = 1 ⟺ x = − 1       ή     x = 1


   f ′  ( x ) > 0 ⟺ 1 −  x 2 > 0 ⟺  x 2 < 1 ⟺ − 1 < x < 1


   f ′  ( x ) > 0 ⟺ 1 −  x 2 > 0 ⟺  x 2 < 1 ⟺ − 1 < x < 1


   f ′  ( x ) < 0 ⟺ x < − 1       ή     x > 1


   f ′  ( x ) < 0 ⟺ x < − 1       ή     x > 1


  x


  − ∞                       − 1


    1                             + ∞


  f ′  ( x )


  −


  +


  −


  f  ( x )


   Δ 1 =  ( − ∞ , − 1 ]


   Δ 2 =  [ − 1 , 1 ]


   Δ 3 =  [ 1 , + ∞ )


  − 1


  f  ( − 1 ) = −


   1 2


  f  ( 1 ) =


   1 2


   Δ 1 =  ( − ∞ , − 1 ]


   Δ 1


  f  (  Δ 1 ) =  [ f  ( − 1 ) ,      lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) ) =  [ −  1 2 , 0 )


     lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) =    lim  x → − ∞ ⁡   x   x 2 + 1 =    lim  x → − ∞ ⁡   x   x 2 =    lim  x → − ∞ ⁡   1 x = 0


     lim  x → − ∞ ⁡  f  ( x ) =    lim  x → − ∞ ⁡   x   x 2 + 1 =    lim  x → − ∞ ⁡   x   x 2 =    lim  x → − ∞ ⁡   1 x = 0


   Δ 2 =  ( − 1 , 1 )


   Δ 2


  f  (  Δ 2 ) =  (    lim  x → −  1 + ⁡  f  ( x ) ,    lim  x →  1 − ⁡  f  ( x ) ) =  ( −  1 2 ,  1 2 )


   Δ 3 =  [ 1 , + ∞ )


   Δ 3


  f  (  Δ 3 ) =  (    lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) ,   f  ( 1 ) ] =  ( 0 ,  1 2 ]


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) =    lim  x → + ∞ ⁡   x   x 2 + 1 =    lim  x → + ∞ ⁡   x   x 2 =    lim  x → + ∞ ⁡   1 x = 0


     lim  x → + ∞ ⁡  f  ( x ) =    lim  x → + ∞ ⁡   x   x 2 + 1 =    lim  x → + ∞ ⁡   x   x 2 =    lim  x → + ∞ ⁡   1 x = 0


  Ά ρ α       f  ( ℝ ) = f  (  Δ 1   ) ∪ f  (  Δ 2 ) ∪ f  (  Δ 3 ) =  [ −  1 2 ,  1 2 ]


  Ά ρ α       f  ( ℝ ) = f  (  Δ 1   ) ∪ f  (  Δ 2 ) ∪ f  (  Δ 3 ) =  [ −  1 2 ,  1 2 ]


  α = 0


  f  ( x ) =


   1 2


  To    1 2 ∈ f  (  Δ 3 )       κ α ι        1 2 ∉ f  (  Δ 1 ) ,        1 2 ∉ f  (  Δ 2 )     ο π ό τ ε   υ π ά ρ χ ε ι      x o ∈  Δ 3     τ έ τ ο ι ο   ώ σ τ ε  


    f  (  x o ) =  1 2     τ ο


    f  (  x o ) =  1 2     τ ο


   Δ 3


  α ≠ 0


   1 2


  +  α 2 >


   1 2


   1 2


  +  α 2 ∉ f  ( ℝ )


  𝚪 𝟑 . 𝐢 .        Ι ν +  Ι  ν + 1 =   ∫ 0 1     x  2 ν + 1   x 2 + 1 dx +   ∫ 0 1     x  2 ν + 3   x 2 + 1 dx =   ∫ 0 1     x  2 ν + 1 +  x  2 ν + 3   x 2 + 1 dx =   ∫ 0 1     x  2 ν + 1  ( 1 +  x 2 )  1 +  x 2 dx


      =   ∫ 0 1   x  2 ν + 1 dx =    [    x  2 ν + 2  2 ν + 2 ] 0 1 =  1  2 ν + 2


      =   ∫ 0 1   x  2 ν + 1 dx =    [    x  2 ν + 2  2 ν + 2 ] 0 1 =  1  2 ν + 2


  𝐢 𝐢 .     Α π ό      Ι ν =   ∫ 0 1     x  2 ν + 1   x 2 + 1 dx       γ ι α       ν = 0     έ χ ο υ μ ε :


  𝐢 𝐢 .     Α π ό      Ι ν =   ∫ 0 1     x  2 ν + 1   x 2 + 1 dx       γ ι α       ν = 0     έ χ ο υ μ ε :


   Ι ο =   ∫ 0 1   x   x 2 + 1 dx =    [    ln ⁡   (  x 2 + 1 ) 2 ] 0 1 =   ln 2 2


   Ι ο =   ∫ 0 1   x   x 2 + 1 dx =    [    ln ⁡   (  x 2 + 1 ) 2 ] 0 1 =   ln 2 2


  Α 𝜋 ό   𝜏 𝜂 𝜈        I ν +  Ι  ν + 1 =  1  2 ν + 2   ,       ν ∈ ℕ :


  Α 𝜋 ό   𝜏 𝜂 𝜈        I ν +  Ι  ν + 1 =  1  2 ν + 2   ,       ν ∈ ℕ :


  γ ι α     ν = 0     έ χ ο υ μ ε :


   Ι ο +  Ι 1 =  1 2 ⟺   ln 2 2 +  I 1 =  1 2 ⟺  I 1 =   1 − ln 2 2


  γ ι α     ν = 1     έ χ ο υ μ ε :


   Ι 1 +  Ι 2 =  1 4 ⟺   1 − ln 2 2 +  I 2 =  1 4 ⟺  I 2 =  1 4 −   1 − ln 2 2 ⟺  I 2 =   1 − 2 + 2 ln 2 4 =   2 ln 2 − 1 4


  Φ  ( x ) = g  ( x ) + x   ,     x ∈ ℝ


   [ − 1 , 0 ]


  ℝ


  Φ  ( − 1 ) = g  ( − 1 ) − 1 < 0


  0 < g  ( x ) < 1       γ ι α   κ ά θ ε    


  x ∈ ℝ


  0 < g  ( − 1 ) < 1 ⟺ − 1 < g  ( − 1 ) − 1 < 0


  Φ  ( 0 ) = g  ( 0 ) > 0       α φ ο ύ       g  ( x ) > 0     σ τ ο     ℝ


    x 1 ∈  ( − 1 , 0 )


  Φ  (  x 1 ) = 0 ⟺ g  (  x 1 ) +  x 1 = 0


  Φ  ( x ) = 0 ⟺ x + g  ( x ) = 0


  ρ ≠ 1


   ( − 1 , 0 )   .    


  ρ <  x 1


   [ ρ ,  x 1 ]     ι σ χ ύ ο υ ν   ο ι   υ π ο θ έ σ ε ι ς   τ ο υ   Θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς   Rolle


  •        Φ ′  ( ρ ) = Φ  (  x 1 ) − ρ


      •       Φ     σ υ ν ε χ ή ς   σ τ ο      [ ρ ,  x 1 ]                                 •       π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η   σ τ ο      ( ρ ,  x 1 ) }                         ω ς   π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η   σ τ ο     ℝ       μ ε      Φ ′  ( x ) = g ′  ( x ) + 1  


   x o ∈  ( ρ ,  x 1 ) ⊆  ( − 1 , 0 )  


   Φ ′  (  x o ) = 0


    ⟺  g ′  (  x o ) + 1 = 0


  ⟺  g ′  (  x o ) = − 1       ά τ ο π ο ,  


   g ′  ( x ) ≠ − 1     σ τ ο     ℝ


   x 1 ∈  ( − 1 , 0 )


   Φ ′  ( x ) =  g ′  ( x ) + 1 ≠ 0


  ℝ


   Φ ′


  ℝ


  ℝ


   Φ ′  ( x ) > 0       ή        Φ ′  ( x ) < 0


  ℝ


   x 1


  𝚫 𝟐 .         Ε π ε ι δ ή   η     f     ε ί ν α ι   π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η   σ τ ο      ( − ∞ ,  π 2 )     ε ί ν α ι   π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η   κ α ι   σ τ ο      x o = 0


      lim  x →  0 − ⁡    f  ( x ) − f  ( 0 )  x − 0 =    lim  x →  0 + ⁡    f  ( x ) − f  ( 0 )  x − 0 =  f ′  ( 0 )        ( 𝟏 )


  •       μ ε     x < 0     έ χ ο υ μ ε     f  ( x ) − f  ( 0 )  x − 0 =    x 2  ( g  ( x ) + x ) x = x  ( g  ( x ) + x )


  κ α ι          lim  x → 0 ⁡    f  ( x ) − f  ( 0 )  x − 0 =    lim  x → 0 ⁡   [ x  ( g  ( x ) + x ) ] = 0 ∙ g  ( 0 ) + 0 = 0     δ ι ό τ ι     g     σ υ ν ε χ ή ς   σ τ ο     0      


  κ α ι          lim  x → 0 ⁡    f  ( x ) − f  ( 0 )  x − 0 =    lim  x → 0 ⁡   [ x  ( g  ( x ) + x ) ] = 0 ∙ g  ( 0 ) + 0 = 0     δ ι ό τ ι     g     σ υ ν ε χ ή ς   σ τ ο     0      


  •       μ ε     x > 0       ε ί ν α ι       f  ( x ) − f  ( 0 ) x =   2 η μ x + ε φ x − κ x x =   2 η μ x x +   ε φ x x − κ


  •       μ ε     x > 0       ε ί ν α ι       f  ( x ) − f  ( 0 ) x =   2 η μ x + ε φ x − κ x x =   2 η μ x x +   ε φ x x − κ


  κ α ι          lim  x →  0 + ⁡   [   f  ( x ) − f  ( 0 ) x ] =    lim  x → 0 ⁡   [   2 η μ x x +   ε φ x x − κ ] =    lim  x → 0 ⁡   [ 2 ∙   η μ x x +   η μ x x ∙  1  σ υ ν x − κ ]


  κ α ι          lim  x →  0 + ⁡   [   f  ( x ) − f  ( 0 ) x ] =    lim  x → 0 ⁡   [   2 η μ x x +   ε φ x x − κ ] =    lim  x → 0 ⁡   [ 2 ∙   η μ x x +   η μ x x ∙  1  σ υ ν x − κ ]


  = 2 ∙ 1 + 1 ∙  1 1 − κ = 3 − κ


  = 2 ∙ 1 + 1 ∙  1 1 − κ = 3 − κ


  ⟺     lim  x →  0 + ⁡   [   f  ( x ) − f  ( 0 ) x ] = 3 − κ        ( 𝟑 )


  ⟺     lim  x →  0 + ⁡   [   f  ( x ) − f  ( 0 ) x ] = 3 − κ        ( 𝟑 )


   ( 𝟏 ) ⟺ 0 = 3 − κ ⟺ κ = 3


  𝚫 𝟑 . 𝐢 )   Η     f     ε ί ν α ι         •   σ υ ν ε χ ή ς   σ τ ο      [ 0 ,  π 2 )                               •   π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η   σ τ ο      ( 0 ,  π 2 ) }    ω ς   π α ρ α γ ω γ ί σ ι μ η   σ τ ο      ( − ∞ ,  π 2 )                     


  μ ε      f ′  ( x ) = 2 σ υ ν x +  1  σ υ  ν 2 x − 3 =   2 σ υ  ν 3 x − 3 σ υ  ν 2 x + 1  σ υ  ν 2 x  


  μ ε      f ′  ( x ) = 2 σ υ ν x +  1  σ υ  ν 2 x − 3 =   2 σ υ  ν 3 x − 3 σ υ  ν 2 x + 1  σ υ  ν 2 x  


  2 σ υ  ν 3 x − 3 σ υ  ν 2 x + 1 = 2  ω 3 − 3  ω 2 + 1       μ ε     ω = σ υ ν x


  − 3


  − 1


  − 1


  − 1


  − 1


  ω = 1


  Ά ρ α       2  ω 3 − 3  ω 2 + 1 =  ( ω − 1 )  ( 2  ω 2 − ω − 1 ) =  ( ω − 1 ) 2  ( ω − 1 )  ( ω +  1 2 )


    =    ( ω − 1 ) 2  ( 2 ω + 1 ) =    ( σ υ ν x − 1 ) 2  ( 2 σ υ ν x + 1 )


    =    ( ω − 1 ) 2  ( 2 ω + 1 ) =    ( σ υ ν x − 1 ) 2  ( 2 σ υ ν x + 1 )


  Έ χ ο υ μ ε        f ′  ( x ) =      ( σ υ ν x − 1 ) 2  ( 2 σ υ ν x + 1 )  σ υ  ν 2 x   ,       x ∈  ( 0 ,  π 2 )


  Έ χ ο υ μ ε        f ′  ( x ) =      ( σ υ ν x − 1 ) 2  ( 2 σ υ ν x + 1 )  σ υ  ν 2 x   ,       x ∈  ( 0 ,  π 2 )


  κ α ι   ε π ε ι δ ή     0 < x <  π 2 ⟹ 0 < σ υ ν x < 1


  κ α ι   ε π ε ι δ ή     0 < x <  π 2 ⟹ 0 < σ υ ν x < 1


      ο π ό τ ε        f ′  ( x ) > 0       σ τ ο        ( 0 ,  π 2 )                                     f       σ υ ν ε χ ή ς   σ τ ο        [ 0 ,  π 2 ) }                                     ,       ά ρ α       f   /      [ 0 ,  π 2 )


      ο π ό τ ε        f ′  ( x ) > 0       σ τ ο        ( 0 ,  π 2 )                                     f       σ υ ν ε χ ή ς   σ τ ο        [ 0 ,  π 2 ) }                                     ,       ά ρ α       f   /      [ 0 ,  π 2 )


  κ α ι   γ ι α   κ ά θ ε     x ∈  [ 0 ,  π 2 ) ⟺ f  ( x ) ≥ f  ( 0 ) ⟺ f  ( x ) ≥ 0


  κ α ι   γ ι α   κ ά θ ε     x ∈  [ 0 ,  π 2 ) ⟺ f  ( x ) ≥ f  ( 0 ) ⟺ f  ( x ) ≥ 0


  3 f  ( x ) = π


  f  ( x ) =  π 3   ,       x ∈  [ 0 ,  π 2 )


  Α π ό   τ ο   ε ρ ώ τ η μ α     𝚫 𝟑 . 𝐢 )     έ χ ο υ μ ε   ό τ ι       f   /      [ 0 ,  π 2 ) =  Δ 1


  Α π ό   τ ο   ε ρ ώ τ η μ α     𝚫 𝟑 . 𝐢 )     έ χ ο υ μ ε   ό τ ι       f   /      [ 0 ,  π 2 ) =  Δ 1


   Δ 1


  f  (  Δ 1 ) =  [ f  ( 0 ) ,      lim  x →  π 2 ⁡  f  ( x ) ) =  [ 0 , + ∞ )       δ ι ό τ ι            lim  x →  π 2 ⁡  2 η μ x = 2


     lim  x →  π 2 ⁡  ε φ x = + ∞


     lim  x →  π 2 ⁡  ε φ x = + ∞


  Ά ρ α ,       ο   α ρ ι θ μ ό ς    π 3 ∈ f  (  Δ 1 ) ⟺ υ π ά ρ χ ε ι   έ ν α      x o ∈  ( 0 ,  π 2 ) ⊆  [ 0 ,  π 2 )     τ έ τ ο ι ο ,   ώ σ τ ε


  Ά ρ α ,       ο   α ρ ι θ μ ό ς    π 3 ∈ f  (  Δ 1 ) ⟺ υ π ά ρ χ ε ι   έ ν α      x o ∈  ( 0 ,  π 2 ) ⊆  [ 0 ,  π 2 )     τ έ τ ο ι ο ,   ώ σ τ ε


  f  ( x ) =  π 3 ⟺ 3 f  (  x o ) = π


  f  ( x ) =  π 3 ⟺ 3 f  (  x o ) = π


  κ α ι   τ ο      x o     ε ί ν α ι   μ ο ν α δ ι κ ό   γ ι α τ ί       f     /      [ 0 ,  π 2 )


  κ α ι   τ ο      x o     ε ί ν α ι   μ ο ν α δ ι κ ό   γ ι α τ ί       f     /      [ 0 ,  π 2 )


  Φ  ( x ) = g  ( x ) + x   ,     x ∈  [  x 1 , 0 ]


  Φ ′  ( x ) =  g ′  ( x ) + 1 ≠ 0


   Φ ′


   [  x 1 , 0 ]


   Φ ′  ( x ) > 0       ή        Φ ′  ( x ) < 0 .


   [  x 1 , 0 ]


   x 1 < 0 ⟹ Φ  (  x 1 ) > Φ  ( 0 ) ⟹ 0 > g  ( 0 )     Ά τ ο π ο


  x ∈  [  x 1 , 0 ]


   x 1 ≤ x ≤ 0 ⟹ Φ  (  x 1 ) ≤ Φ  ( x ) ⟹ 0 ≤ Φ  ( x )


   x 2 Φ  ( x ) ≥ 0     σ τ ο      [  x 1 , 0 ]   ,     δ η λ α δ ή     f  ( x ) ≥ 0     σ τ ο      [  x 1 , 0 ]


  Φ  ( x ) = g  ( x ) + x


   (  x 1 , 0 ]    


  Φ  ( x ) ≠ 0


   (  x 1 , 0 ]    


  Φ  ( 0 ) = g  ( 0 ) + 0 = g  ( 0 ) > 0


  Φ  ( x ) > 0


   (  x 1 , 0 ]


   x 2 Φ  ( x ) ≥ 0     γ ι α   κ ά θ ε     x ∈  [  x 1 , 0 ]


  f  ( x ) ≥ 0


  γ ι α   κ ά θ ε     x ∈  [  x 1 , 0 ]


  𝐢 𝐢 .     Ε ί ν α ι :       f  (  x 2 ) =    π 3     δ ι ό τ ι      x 2     ε ί ν α ι   η   λ ύ σ η   τ η ς     3 f  ( x ) = π     κ α ι   η     f     σ υ ν ε χ ή ς   σ τ ο      [  x 1 ,    π 3 ]   ,       ά ρ α


  Ε  ( Ω ) =   ∫   x 1   π 3   | f  ( x ) | dx      ( 𝟏 )


  Α π ό   τ α   ε ρ ω τ ή μ α τ α     𝚫 𝟑  ( 𝐢 ) ,       𝚫 𝟒  ( 𝐢 )   η     f  ( x ) ≥ 0       σ τ ο      [  x 1 ,    π 3 ] ,       ά ρ α       Ε  ( Ω ) =   ∫   x 1   π 3  f  ( x )   dx  


  Α π ό   τ α   ε ρ ω τ ή μ α τ α     𝚫 𝟑  ( 𝐢 ) ,       𝚫 𝟒  ( 𝐢 )   η     f  ( x ) ≥ 0       σ τ ο      [  x 1 ,    π 3 ] ,       ά ρ α       Ε  ( Ω ) =   ∫   x 1   π 3  f  ( x )   dx  


  y ′ y


  x = 0


    ∫   x 1 0  f  ( x ) dx =   ∫ 0   π 3  f  ( x )   dx        ( 𝟐 )


  Ε ί ν α ι         ∫ 0   π 3  f  ( x ) dx =   ∫ 0   π 3   ( 2 η μ x + ε φ x − 3 x ) dx =   ∫ 0   π 3   ( 2 η μ x − 3 x ) dx +   ∫ 0   π 3    η μ x  σ υ ν x dx


  Ε ί ν α ι         ∫ 0   π 3  f  ( x ) dx =   ∫ 0   π 3   ( 2 η μ x + ε φ x − 3 x ) dx =   ∫ 0   π 3   ( 2 η μ x − 3 x ) dx +   ∫ 0   π 3    η μ x  σ υ ν x dx


      =    [ − 2 σ υ ν x −   3  x 2 2 ] 0   π 3 −    [  ln ⁡   ( σ υ ν x ) ] 0   π 3 = − 1 −    π 2 6 + 2 −  ln ⁡   1 2 = 1 + ln 2 −    π 2 6


      =    [ − 2 σ υ ν x −   3  x 2 2 ] 0   π 3 −    [  ln ⁡   ( σ υ ν x ) ] 0   π 3 = − 1 −    π 2 6 + 2 −  ln ⁡   1 2 = 1 + ln 2 −    π 2 6


  Ά ρ α   α π ό      ( 𝟐 ) ⟹   ∫   x 1 0  f  ( x ) dx = 1 + ln 2 −    π 2 6


  Ά ρ α   α π ό      ( 𝟐 ) ⟹   ∫   x 1 0  f  ( x ) dx = 1 + ln 2 −    π 2 6


    ∫   x 1 0   x 3  g ′  ( x ) dx =    [  x 3 g  ( x ) ]   x 1 0 −   ∫   x 1 0  3  x 2 g  ( x ) dx


  = −  x 1 3 g  (  x 1 ) −   ∫   x 1 0  3  ( f  ( x ) −  x 3 ) dx     δ ι ό τ ι     g  (  x 1 ) = −  x 1     κ α ι      x 2 g  ( x ) = f  ( x ) −  x 3


  =  x 1 4 − 3   ∫   x 1 0  f  ( x ) dx + 3    [    x 4 4 ]   x 1 0


  =  x 1 4 − 3   ∫   x 1 0  f  ( x ) dx + 3    [    x 4 4 ]   x 1 0


  =  x 1 4 − 3 − 3 ln 2 +    π 2 2 − 3    x 1 4 4 =    x 1 4 4 +    π 2 2 − 3 ln 2 − 3


  =  x 1 4 − 3 − 3 ln 2 +    π 2 2 − 3    x 1 4 4 =    x 1 4 4 +    π 2 2 − 3 ln 2 − 3

